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1.1 Aufgaben der Empfangersynchronisation
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Digitales Basisband-Ubertragungssystem

Modulator

oo | Symbol-
‘ Signalformung L Zuordnung

v
Kanal: s(?) {alk} {61}
Verzogerung, alkle R
Dampfung, A n N
Verzerrung | 7(?) x(t) x[k]=x(kT+7)  {a[k]} {61}
Y . Demodulator |
W) D , . [ Entzerrung & Bit- i Digitale
. » Empfangsfilter -~ ADC N -« —=|Nachrichten
additive i |Symboldetektion zuordnung sinke
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Symboltaktes & Kanalimpuls-
Schatzung des opt.  gntwort

Block-
synchronisation

Abtastzeitpunktes
Empfangersynchronisation
_rsynchronisation
- ] . ()
Digitales Tragerfrequenz-Ubertragungssystem 10C
Frequenzumsetzer o Modulator —
| § : Symbol- Digitale
1Re{ .} 3 — Signalformung <?zuor dnun : Nachrichten
sue®) | —d O | ‘ ) S } ______________ g‘ quelle
Kanal: 26777 (1) {alk]} {0}
Verzogerung, alkle C
Déampfung, R
Verzerrung r0)  x() x[k]=x(kT+%) {a[k]} {b[z]}

L E Demodulator §

Frequenzumsetzer
wie(?) *@i | e i Entzerrung & Bit-  |!
; %ﬁ> TP =2 Filter > ADC > = sagt

Digitale
Nachrichten

| 3 i |Symboldetektion| ~ |zuordnung | | T sinke
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Symboltaktes &  Phase oder synchronisation

Schatzung der
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Digitales Tragerfrequenz-Ubertragungssystem (1)
in aquivalenter Basisbanddarstellung 1AC

Modulator

Digitale

Symbol- Nachrichten

H E Signalformung <~—

) | uordnung) X quelle
Kanal: s(2) {alK]} {o[i}
Verzdgerung, alk]le C
Dampfung, ~
Verzerrung r0)  x(0) x[k]=x(kT+%) {a[k]} {b[z]}
) N 5@555@5%5?"'"""'"z |
: : : Digitale
. .| Entzerrun -
Filter =~ ADC => fzerru g& = Bit - —{Nachrichten
i |Symboldetektion| ~ |zuordnung | | T sinke
ej2m/t e—j27ﬂ71 T T\ R j
4 Tz 9,{h[K‘]} Thiok
b= f —f Ermitteln des ~ Schatzung der Block-
° 7% Symboltaktes & Phase oder hronisati
. syncnronisation
) S e Schatzung des opt.  der Kanal-
Tragerfrequenzablage Abtastzeitpunktes impulsantwort
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_ _ | ()
Wiederholung: Lineare Modulation IdC

Das Sendesignal eines linearen Modulationsverfahrens ist gegeben durch

oo

s(t)= Z alklg(t—kT)

k=—c0

mit den Symbolen a[k] € C und dem Modulationsimpuls g(z).

Lineare Modulation kann als zweistufiger Vorgang aufgefasst werden:

Abbild : ' i i
LD lldung Lineares Filter mit S0

bli] — a[k] Xt—kT) Impulsantwort g(7)

Bevorzugt werden solche Impulse eingesetzt, die das sog. Nyquist-Kriterium

erflllen: o0 E fir k=0
t+kT)g (t)dt =4 ¢
_ng( )g (1) {o fir k=0
Die Nyquist-Bedingung sorgt fur ISI-Freiheit der Entscheidungsvariablen in
einem Optimalempfanger

B

Wiederholung: Optimalempfanger fir linear modulierte .(a))
Signale in AWGN 1ac

s(1) r(?) x(1) [
i a [k] 5(t —kT) =>Mc_)dulations- $ $=> match*ed Filteri‘/j> En_t- if[’(]}
= filter g(z) * g (1) f scheider ||
lhle® w() | ed® Abtastzeitpunkte:
kT -7 3
Empfanger

oo

Es gilt: x(1)= )| alk]p,, (t—kT) mit p,(7) als zeitliche AKF des Modulationspulses
f=—0c0
Optimaler Abtastzeitpunkt fiir das k-te Symbol: k7 (7=0)
~ - ~ 2
Optimale Entscheidungsregel: alx]= arg{rg!in{‘x[K]—a|h|‘/Eg/T‘ }}

Nyquist-Bedingung fur Modulationsimpuls g(¢) sorgt fur I1SI-Freiheit:

7 * E, fir k=
Po (KT —KT)= [ g(1~kT)g (t—KT)dt={g e

0 fir k#x
_rsynchronisation




Wiederholung: Phasenumtastung (Phase Shift Keying,

ide

PSK)
MPSK: alk]=e" M) it k] € {0,1,2,... M=1)
Entscheidungsschwellen
Alm j
S 10/% 11\\31 100
7 h N /\
,// \\ //\/ / /\ -
"o O SN 100 000
-1 +1Re Mo e Re _‘;,,f’ N ~~./ Re
\ / \ .// \\. / - // \_\ /
\ | X / 010° /. ®001
| . .
01 011

BPSK, 1 bit/Symbol

QPSK, 2 bit/Symbol

8-PSK, 3 bit/Symbol

Wiederholung: Quadratur-Amplitudenmodulation

(QAM)

Symbole liegen auf Rechteckgitter:

Alm
10e e 00
Re
11 ¢ ®01

4-QAM (2 bit/Symbol)

Entscheidungsschwellen

AR
° . ° ° . °
~1000_,1100 10100 ..0000_
| |
e i e e ' o
1001 !1101 0101 '0001
e o | o ! oRe
.1_0.ll_!_1.1_ll._ O_lll_.l_OQl_l_..

° ' ° ° ' °

1010 | 11110 0110 0010

16-QAM (4 bit/Symbol)

(1)
1AC

alk] = (2i+1) + j(2n+1) i und n ganzzahlig

3

64-QAM (6 bit/Symbol)

M= 4 16|64
2
__Elr] | |0
o= am | |4




Fourier-Transformierte von vcos-Impulsen

Vcos-Impulse bilden eine wichtige Klasse von Nyquist-Impulsen.
Sie werden uber ihre Fourier-Transformierte definiert:

1.2

)

8

Bétragsspéktren |G§(f)| Energiespektren |G(/)[2
1
/R \r=* [/ N\\|oo:
N S SN
0.6 \\
7/ M G =
0.4 ot
/| il ¥
0.2
L/ WL/ \
-1.0 -0.5 0 0.5 1 -1.0 -0.5 0 0.5 1
= o = Roll-off-Faktor =

¥cos-Impulse

4

)
C

1.5 \ I I T T
RRC-Impulse g()

\

/

AKFen der RRC-Impulse

0.5
a=0.1 a=1 a=0.1 a=1
0 LN\ e &) QA | —_— i/\
a=0.5 a=0.5
054 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4
T — T —

o = Roll-off-Faktor
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1 Einflhrung |82

1.2 Auswirkungen von Abtastzeitfehlern

Auswirkungen von Fehlern zum .8))
Entscheidungszeitpunkt (1) |

Beispiel: Cos-Halbwellenimpuls y\

|
-712 112 t
A

zeitliche AKF:

7/2

po(0)= [ Guli4+7) gun(1)

-1/2




Auswirkungen von Fehlern zum
Entscheidungszeitpunkt (2)
A

alk] =1

Peg (T_T_T)

Fall 1:
alk+1] = 1

,i‘.
pgg(f—r)
—
0 r  t—-7
|
Fall 2:
alk+1] = 1

Zwei Effekte bei Abtastzeitfehlern:
1. Verringerung der Nutzamplitude

2. Intersymbolinterferenz

Auswirkungen von Fehlern des

Entscheidungszeitpunktes (3)
T
<
10_1 %\
| Abtastfehler: T2 - 0T goo20%  ~30%
10— \\\\\\\ S B S
N ~
AN .
N
\\\\\\ \\\ N\
AR N AN AN
NN \
10 \ X
\\\ \\\ \\\
AN \
MM AN
10° A
-2 0 2 10IgE, /N, [dB] —— 8 10

)




_ (1)
vcos-Impulse: Optimale Abtastung |(d%

AKF eines RRC-Impulses mit o= 0,1

A E———
B

R : : (1)

vcos-Impulse: Abtastung mit Abtastzeitfehler |d C

AKF eines RRC-Impulses mit o= 0,1

i Reduktion der Nutzamplitude

Intersymbolinterferenz (ISI)

gT /VQ\ \f\
A /r\ ]
S~——1 |\L/|
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 6

t/T -




!cos-lmpuls mit = 0.1: Augendiagramm eines PSK-

Signals nach dem matched Filter |

I | | | I | | | I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 17 04 06 108 1

d¢

irreduzible Entscheidungsfehler

Abtastung in diesem Intervall liefert

_chronisation
vcos-Impulse: Auswirkungen von Fehlern des (1)
Abtastzeitpunktes 1AC

Nutzleistung und ISI-Leistung sind analytisch berechenbar (s. Anhang A):

_ cos(rar) sin(zt)
1 (2a1)° 7t

AKF: p(7)

Nutzleistung: P, = EUA[k]p(s,)

2 | cos(mae,) sin(re,
1-(20¢,)" 7,

=

S Alxlp(e,~xT)

K=—o00

2
Gesamtleistung: P, = E|: } = 1—%si n’ zze,

ISI-Leistung: By =P,-PF

>T




vcos-Impulse: Auswirkungen von Fehlern des Abtastzeitpunktes .(( ))

auf Nutz- und ISI-Leistung in der Entscheidungsvariablen C
0 R ! ;
517 +20lge, - >3
10 -~ //
0 -
g - Parameter: Roll-off-Faktor o /52;
n s
& ¢/////
" 50 S5
o 04—
% </05////
S 0,8
- 1
-40
-50 ‘
0,01 0,1 1

normierter Abtastzeitfehler £, —

isation

x/c@mpulse: Auswirkungen von Fehlern des Abtastzeitpunktes -8))

auf die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei perfekter Phasenkenntnis 1dC
100 e —
a=0,25
T
~
> 107 ——
ko)
X ]
S S
= S s S
S 492 4-QAM W .6:QAM - 4;QAM
3} NG N
% \‘\\\ \‘ - \'\\ EN \\ -
AN \ T ¥ AN N
S VAR A N, ~3
E I \ \\ \‘ ‘s . \\ \ ’~...-‘\ ~ N !
<@ —ee =0 VA : 5N N RN
< -3 | T vy \ o) 3 N RS
HG_J 1 0 ......................... ET —_ 0’025 \‘“ R . \\\ s £} \\\ 5 %
= ol ooooo-- = s \ \\"__ v \ > 3 Sy
e N 825 AVERE R 5 \ N
| 87 - y \\\ \ \\ \ N -
—_— . — —_ - g B \ .
gl =TT &=015 R 3 N

4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

10IgE/N,, [dB] —
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1 Einfuhrung |(d%
1.3 Auswirkungen von Frequenzablagen
L
| ()
ycos-Impulse: Auswirkungen von Frequenzablagen 1AC
1,2 1,2 : ——
| e G| g(_t)*gf)e |
/ / \ \/ Reduktion der Nutzamplitude
08 0,8 /\
AR
06 // \ Bgtrag
0.4 / Realteil

ol |

1G(/)-G(f-V) \

ntersymbolinterferenz
\ \

, / \ 0,2 \ \ ; \/‘
0,2 or—"%—— ol
a =0,25
0 vr=0,3 -0,2 Imag‘]inérteil‘
-1.0 -0.5 0 0.5 -6 -4 -2 0 2 4
T — HT —

Reduktion der Bandbreite = Verbreiterung des Impulses




ycos-Impulse: Auswirkungen von Frequenzablagen auf .8))

Nutz- und ISI-Leistung in der Entscheidungsvariablen

0

0

Parameter: Roll-off-Faktor o

———

S
\
\

e

7//
pd
/

R
o

S
o
X
N
™
AN

oL
/.

7 // / //
/ 2 /. //

10igPs, 10lgP,q [dB] —
N\
\
X

yayd

A
o
o

S

o

zur Herleitung siehe |

N s

0,01 0,1
normierte Frequenzablage vI' —

vcos-Impulse: Auswirkungen einer Frequenzablage auf die -8))
Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei perfekter Phasenkenntnis [

100

101

10-2

103

Bitfehlerwahrscheinlichkeit p, —

\

\

10-4

4 2 0 2 4 6 8 10 12 14

10IgE, /N, [dB] —

16 18 20 22 24
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1.4 Entwurfsmethodik

B

L)
Entwurfsmethodik I(d ()Z

* Ad hoc Entwurf
— Entwurf einer Struktur auf Grund von Erfahrungen und Sachverstand

— Typischer Weise bestehend aus einer gedachtnislosen Nichtlinearitat zur
Erzeugung eines periodischen Signalanteils und einem schmalbandigen
Filter zur Gewinnung eines Signals mit der Periode 1/T.

« Systematisch abgeleiteter Entwurf

— Ausgehend von einem gewinschten Gutekriterium wird ein theoretischer
Ansatz aufgestellt, aus dem die optimale Struktur hergeleitet werden kann.

— Struktur haufig zu komplex, aber gute Basis fur sub-optimale Verfahren
— Liefert theoretische Gute-Schranken (Cramer-Rao-Schranke)




.

Beispiel fiir einen ad hoc Ansatz zur .8))
Taktrickgewinnung 1dC
* Problem: haufig kein spektraler Leistungsanteil an der
gewunschten Frequenz
Beispiel: iid PAM-Basisbandsignal mit Nyquist-Impulsen:
$() 24q T
-1 AN X \kﬂ .
| ‘ ‘ ‘ ‘ Zeit 1
Datenfolge: 3 I I e e e O I I I Ot A
LDS: Pg(/)
d)/ss(k/T) =0
-UT UT 2T A
» Loésung: Anwendung einer Nichtlinearitat (z.B. Quadrierung des
Signals)
Beispiel fiir einen ad hoc Ansatz zur .(a))
Taktrickgewinnung fele

N e

}_1 N ﬂ I&ﬂ r Zeit ¢
Datenfolge: S I e O e O e e O O e B s B AR
Quadrieren des Signals liefert:

Sz(t) T+1
Zeit ¢

Wie lasst sich zeigen, dass s2(¢) eine Spektralkomponente bei 1/T hat?
Antwort: Durch Betrachtung von E[s2(?)]:

os YYYYYYYY |

Els*(1)] T

Zelt t




Zusammenfassung Synchronisationsaufgaben

* Tragersynchronisation

— Schatzung der Tragerfrequenz

— Schatzung der Tragerphase bzw. Kanalimpulsantwort
» Symbolsynchronisation

— Ermittlung der Symbolrate 1/T (exakt)

— Schatzung der optimalen Abtastphase
* Blocksynchronisation

— Signaldetektion

— Ermittlung des Beginns eines Datenblockes

Man unterscheidet:

Anfangssynchronisation (initial synchronisation, acquisition):
Erstmaliges Herstellen der Synchronisation
. Nachflhrung (tracking):

Verfolgen der Synchronisationsparameter bei Veranderungen, z.B.
durch den Kanal

Ende Kapitel 1

de
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2. Die Phasenregelschleife (Phase Locked Loop) |(d():

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

PLL-Grundlagen
Stationares Verhalten
Nachflhrverhalten
Rauschverhalten

Phasendetektoren: Realisierungsaspekte
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2.1 PLL-Grundlagen I( ():

Eine Phasenregelschleife (engl.: Phase Locked Loop = PLL) ist eine
ruckgekoppelte Schaltungsanordnung zur Erzeugung eines periodischen Signals,
dessen Phase der Phase eines (meist gestorten) Referenzsignals folgt.

Bezeichnungen:
PLL Eingangssignal: Sy (t)=AsS n(a)ot T (t)) +Wye ()
PLL Ausgangssignal: Sy (t)=A, cos(a)ot +, (t))
w(t) bezeichnet weilles Gausches Rauschen

w, bezeichnet eine Tragerfrequenz

Anm.: Ohne Beschrénkung der Allgemeingultigkeit kann «, eine beliebige Frequenz sein:
Sei o, die tatséachliche Tragerfrequenz des Empfangssignals und Aw = @, -, die
Differenzfrequenz zu @, dann ist Aat additiver Bestandteil der Phase ¢,(t).

B

. (1)
Beispiel fur einen Phasendetektor IdC
v(t)

Siue(t) Tiefpass

Sue(t)
Sie (1) S (t) = AtAzsm(wot + ¢1(t))COS(a)Ot T, (t))

. 1, . .
Additionstheorem aus der Trigonometrie: SiNc/Cosf = E(Sln(a—ﬂ)+sm(a+ B))

N& -
S_HF( ) %HF( ) (Sm((pl( ) ®, (t))+SIn<2a)ot+¢1(t)+¢2 (t)>)
sin(g,(t)—e,(1)) ist typlscher Weise ein Tiefpasssignal mit einer oberen
Grenzfrequenz, die wesentlich kleiner als die Tragerfrequenz , ist, so dass der
hochfrequente Anteil in dem Produkt mittels einfacher Tiefpassfilterung eliminiert
werden kann. Nach Tiefpassfilterung erhalt man

v(t) =2 sin(a (1), (1) \ T/\

_rsynChrorlisation
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| ()
Blockschaltung einer PLL |dc
PD F(s) VCO
Sie®) | Phasen- | V(1) _|Schleifen- u(t)= gesteuerter| Spue(t)
detektor filter Oszillator

A

Sue () = Asin(apt+ o, (1)) + W (1)
Sy (1) = A cos( @yt + ¢, (1))
+ PD detektiert Phasendifferenz: v = f (¢—¢,)
(oft nicht-linear) -
» Schleifenfilter: unterdriickt Stérungen \/‘ ot
Entwurfskompromiss: Dynamik gegen Stérunterdriickung

2
* Gesteuerter Oszillator (VCO = Voltage Controlled Oscillator): ‘ i
Generiert periodisches Signal mit der Frequenz a)o/

w,(t) = @, + K, - u(t) e u
w, bezeichnet man als Ruhe-Kreisfrequenz des VCO.

L

(1)
Aufgaben einer PLL I(d()Z

» Die PLL ist ein wesentlicher Grundbaustein zur Synchronisation in
Tragerfrequenzsystemen
» Typische Probleme in Nachrichtenempfangern:
— Synchronisationsparameter (Frequenz, Phase, Takt) sind stark gestort
— Oszillatoren unterliegen Fertigungsstreuungen, Temperaturschwankungen,
Alterungen, usw.
— Folge: geschatzte Synchronisationsparameter weichen vom Sollwert ab und
kénnen sich zeitlich andern (sowohl im Sender wie im Empfanger)
* PLL-LOésungsansatz:
— Kopplung des Oszillatorsignals im Empfanger an Frequenz und Phase der
Tragerfrequenz bzw. der Symbolfolge des Empfangssignals
+  Wirkung wie extrem schmalbandiger Bandpass
*  Warum PLL statt Bandpass?
— (fast) beliebig kleine Bandbreiten realisierbar = hohe Stérunterdriickung
— liefert Signal auch bei Ausfall des Empfangssignals
— Mittenfrequenz ist einfach durchzustimmen
« Anwendungen:
— Frequenzsynchronisation
— Taktsynchronisation
— Frequenzsynthese

_gersynchronisation




Nachfuhreigenschaft und Filterfunktion der PLL

H(E ]
Zeitpunkt: L, =
Tragerfrequenz des
PLL-Ubertragungsfunktion /¢ * Empfangssignals
f, f, f
: (1)
Phasenersatzschaltung einer PLL IdC
in HF-Darstellung:
NL F(9) 0 o)
Punel) Q(p(i) Nicht- V(Q Schleifen- U(L K =A\ /= It %HF(t)
N | linearitat filter o [ TN T
in aquivalenter Basisbandsignaldarstellung:
NL F(9)
@, (t) Q¢(t) v(t) Schleifen- u(t) @, (t)
N (AP 1 fiter " Ko -t

mit ¢, = Qe — @t und @, = gy —

@, = Ruhe-Kreisfrequenz des VCOs




B

. L J(9)
Lineares Ersatzschaltbild einer PLL IdC
o) Ap(t) v(t) u(t) @, (1)
+ Ko —  F(9 > K Sl
Linearisierung: _ S
df, (A ~ ~ g
K, = dh (D) I Gy(9)
dAp oo
Ubertragungsfunktionen des linearisierten PLL:
. ®,(s) F(s) . I o
offene Regelschleife: G (s)=—2 L =K K.—~2 mit ®,(s)= t)eSdt
g 0( ) A@(S) 0"*D s 2( ) _([¢2( )
geschlossene Regelschleife: cbz(s)
(5 (s AB(s) _ Gy

Fuhrungsfrequenzgang: H(s)= = -

Bi(S)  D(s)+AD(s) ®,(s) 1+G,(s)
(9= K Ko F (s) AD(s)
s+ KK F(s)
Fehlerfrequenzgang: E(s)= A0(s) = AORAC =1-H(s)= >
P, (s) P, (s) s+ K K, F(s)
_chronisation
. ()

Bezeichnungen: |dc
* PLL erster Ordnung: F(s) enthalt keine Polstelle
* PLL zweiter Ordnung: F(s) enthalt eine Polstelle
* PLL n-ter Ordnung: F(s) enthalt n-1 Polstellen

Anmerkung: Die Ordnung sagt noch nichts dartuber aus, wo die Pole
liegen. Insbesondere mussen sie nicht bei s=0 liegen.
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2. Die Phasenregelschleife (PLL) |82

2.1 PLL-Grundlagen

2.2 Stationares Verhalten
2.3 Nachfluhrverhalten
2.4 Rauschverhalten

2.5 Phasendetektoren: Realisierungsaspekte

e S

L)
2.2 Stationares Verhalten der PLL: Ag(t) flrt — o |(d%

Eigenschaft der Laplace-Transformation: ~ lim f (t)=lims- F(s)

s—0

mit F(s)= f f(t)edt als Laplace-Transformierte von f(t)
0

tli_mAgo(t) = Isims-ACD(s) =lims: E(s)-®,(s)

2
— i D
S0 st KoKoF (S) 1(9

1. Phasensprung: Ao, (t)
p, furt>0 % %o
t)= = ¢ (s)=22
Al {o fiir t <0 (=7 -
limAg(t)=Ilim = 0 nur fiir |F(s=0)| >0

t—o00 =0 s+ KK, F(s)

Phasensprunge werden ausgeregelt,
wenn F(s) keine Nullstelle bei s= 0 besitzt




o ) ()

Stationares Verhalten der PLL: Ag(t) flrt — oo 1AC
2. Phasenrampe (Frequenzsprung): o,(t)
Awt flirt>0 Aw T g
t — (b = —

Al {O firt<o A(s) s | 1 T

. . Aw Aw

I A t :I = = U = —— o0

lim o(t) slms+ KK.F(9 KK.F(O) 0 nur fir [F(s=0)]

Frequenzsprunge werden ausgeregelt,
wenn F(s) mindestens eine Polstelle bei s = 0 besitzt.

3. Frequenzrampe: o,(t)
Adt?/2 furt>0 Aw
t)= = P(s)=—+
Al {o firt <0 (8= | -
. . Au Au
limAg(t)=Ilim w =1 d =0 nur flr [sF(s=0)| = e

tooe -0 5(s+ K K, F (s)) ! KoKoSF (s)

Frequenzrampen werden ausgeregelt,
wenn F(s) mindestens zwei Polstellen bei s= 0 besitzt.

L
2. Die Phasenregelschleife (PLL) |8)();

2.3 Nachfuhrverhalten
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Nachfuhrverhalten einer linearen PLL 2. Ordnung

1+ sT,
Schleifenfilter: F(s)= 1
sT,
PLL-Ubertragungsfunktion: H (s)= KK F(s)
' P s+ KK, F ()
TP ST, + KoKy (1+ST,)
_ KoKp 1+sT)
T, 2 T, KKp
s+ KKy =S+ —2>2
0 D-I-2 T2

(ibliche Darstellung des Nennerpolynoms: ~ §° + 2DwgS+ wi

mit D = Dampfungsfaktor und w. = 27 f. = Eigenfrequenz

o h [KKo T
2\ T, 2 F

1+ 2D S/w;

_ . . K0l<D
Koeffizientenvergleich liefert: Wg = B
2
H(

(S/wE)2 +2D-S/w; +1

ide

B

o . ()
Beispiele fir Schleifenfilter IdC
Schaltung Ubertragungsfunktion
t IF(a)
8 [ ° 1
2 u¢ luz F(s)=1
P >
% RQ F (S) _ 1+ STl 1 IF(J a))llog
& 1+sT,
- ul R, lu
a | 2 T,=RC
“ . C= . 17 ™ /T, :
@ T,=(R*R)C T : -
= YT, YT, d
% = (S) _ 1+ STl a))llog
2 ST2
a T,=RC
o T./T. ;
< T,=RC 1/ 12 = -
° | YT, o

_ynchronisation




Ubertragungsfrequenzgang einer PLL 2. Ordnung;

Parameter: D = 0.3, 0.5, 0.707, 1, 2

ide

10
5 /M
Y
0
T \\
3 NN
= 5 AR
S \\\\ \
10 A\ N\
\\
\ \\ \ \
15 D=0.3 \\\ \1 \2\
\
\
\
-20 2 - 0 \1
10 10 10 10 10
. —

Fehlerfrequenzgang einer PLL 2. Ordnung;
Parameter: D = 0.3, 0.5, 0.707, 1, 2

EMIB] >

i —
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Berechnung der Impulsantwort I

h(z) = inverse Laplace-Transformierte von H(s)
Berechnung mit Hilfe von Transformations-Tabellen

Zur Anwendung kommen hier die folgenden Korrespondenzen

d¢

F(S)— g S+« I} S+a
| (s+@)+8% | (s+a)+8% | (s+a)f=p% | (s+a)-p?
f(t)= | e“tsingt e ' cosft e “'sinh 3t e “ cosh 4t

1. Umformung von H(s) fur 3 Félle: D<1,D=1,D>1
2. Korrespondenzen der Tabelle entnehmen

3. Ausdrucke zur kompakten Darstellung zusammenfassen

B

Zeitfunktionen einer PLL 2. Ordnung .
2D° -1 [

— Bezeichnungen: B = ‘1— DZ‘ und c=—"——
2,/li- D7

de

we€ ¢ (2D cosPwet — 2csinfwet)  fur D<1
Impulsantwort: N (1) = {we€ e (2— wet) for D=1
woe Dt ((c+ D)e *& —(c— D)eﬂwEt) fur D>1

1-e > [cosﬁwEt —%sinﬁwEt] fir D<1
Sprungantwort: Nyeo (t) =J1—g“ (1—wEt) far D=1

1— g et [—C+ D e ST D eﬁ”Et] fur D>1

D+7 D_3
{1 g 0w SNOwel fir D<1
Buwit

Rampenantwort:  h, ()= t(l— e‘“Et) for D=1

- Lgouet| D gma €7D gl gy poa

we (D+5) (D-5)

_ynchrorlisation




Sprungantwort einer PLL 2. Ordnung;
Parameter D = 0.3, 0.5, 0.707, 1, 2

1.5

hStep(t) -

0.5

t*fE -

o
o

isation

)

Asymptotisches Verhalten der Sprungantwort einer PLL .8))
2. Ordnung in log. Darstellung; Parameter D =0.3, 1, 2 1aC
10"8 |
W\ D=0.3 !
A\ \ -~ 1 ]
WL 540 X —e " fir D<1
107 =\-‘\'j.. T \ ﬁ\
N \ \2 — \\]}lL: \ //’ N
N AR VAN \ / AN
‘T 10_2 c-D e(ﬁ—D)wEt ~ \ — \‘\“ ,,'/
= D—ﬂ \\\ —
2 fir D >1 ‘\\ o te ~
el -
10'3 \\\fUr D = 1
N
\\
N
AN
-4 LN
V9 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

tfe —




Phasenfehler einer PLL 2. Ordnung als Reaktion auf einen
Frequenzsprung; Parameter D = 0.3, 0.5, 0.707, 1, 2.

07
06
05
04

103 ‘

<]
“w 0.2

Y
*

< 01

0
0.1
02

A¢ ist normiert auf Af/ f.

[EZ2T Wi Emptangerynctroniston
B 0
2. Die Phasenregelschleife (PLL)

2.1 PLL-Grundlagen
2.2 Stationares Verhalten

2.3 Nachfuhrverhalten

2.4 Rauschverhalten

2.5 Phasendetektoren: Realisierungsaspekte

ide
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(1)
Rauschverhalten der PLL IdC
SR ? (D) .
P; ® S (1) =a2cos(at +¢,)
t .
WHF( ) SZHF(t) %(t) — aler

w,(t) = bandbegrenztes weilles Gauli'sches Rauschen
mit der einseitigen Rauschleistungsdichte N, und Bandbreite B
Signal zu Rauschleistungsverhaltnis am Eingang des Phasendetektors:
2

NR=_2
B-N,

Einfluss des Rauschens auf das Phasendifferenzsignal:
r(t)=ae" +w(t)
Gaussprozesse kdnnen mit einem beliebigen Rotationsfaktor (z.B. auch mit

g?) multipliziert werden, ohne dass sich die statistischen Eigenschaften
andern (Rotationsinvarianz).

B

_ _ (p)
Varianz des Phasenrauschens am Eingang der PLL |(d():

PLL-Eingangssignal: r(t)=age" +w(t)e™
= (a, +w(t))e"
_ (a1 + W (t)+ jw, (t))em

WQ_<t>J

Phase des PLL-Eingangssignals: ¢ (t) = ¢ +arctan

a,+w (t)
) ) _ - Wy (t)
Naherung fur SNR >> 1: o (1)~ o+ 2
2
| . e 1EWOS] 1mow,
Rauschvarianz: o S I
T T2 2
2 1 .
o, R—— fur NR>>1
' 2NR

Anmerkung: Bei Phasensignalen macht es keinen Sinn, ein Signal-zu
Rauschleistungsverhdltnis anzugeben, da die GréRe der Nutz-Phase kein Mal} fiir
die Signalqualitat darstellt.

_ynchrorlisation
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. (1)
Auswirkung des Rauschens auf ¢,(t) |dc
lineares Ersatzmodell:
o () o) 200 v(t) u) k, | @
—_— s KD > F(S) > ? >
W (t) [
a1 — ~— _J
H(s)
Leistungsdichtespektrum N,
des Rauschanteils in ¢,(t): s, (f) :2_312
Leistungsdichtespektrum S (f)=s (f)-‘H(jZWf)‘Z
des Rauschanteils in o,(t): i e
. 2
Rauschleistung von ¢,(t): 0,’= fsﬂ(f)-‘H (127rf)‘ df
- OQ . 2
2 NoBNoise|H(0)|2 | f‘H(JZM)‘ of
= mit By, === 5
vz 2a; H(0)
Boie ISt die aquivalente Rauschbandbreite des PLL
_ynchronisation
Anschauliche Interpretation der aquivalenten i(( )():

Rauschbandbreite

H(j2xf) sei die Ubertragungsfunktion eines linearen zeitinvarianten Systems.

T|H (jorf)[ df

Dannist |Byye = 5 seine aquivalente Rauschbandbreite.
HO)|
IH(127T)F igealer Bandpass
;/
i 5
Y X
7,
BNOiS:.‘ f

Ein idealer (rechteckformiger) Bandpass mit der Bandbreite B hat an
seinem Ausgang dieselbe Rauschleistung wie das System mit der
Ubertragungsfunktion H(j2xf)

_ynchrorlisation




; A7)
Aquivalente Rauschbandbreiten fir verschiedene Filter |( %
Filter- PLL- aquivalente
Ubertragungsfunktion Ubertragungsfunktion Rauschbandbreite
F(S) H(S) BNois,e
1 KoKy KoKo
s+ KoKp 2
1+2D-
1+ STl -Z S/a)E a)ED 1+ 1
ST, (sw.) +2D-s/w +1 4D?
1+sT, 1+(2D-B) s/, D 1_£+1+,82
1+ sT, (s/w.)’ +2D /o +1 . D 4D?
w. = KoKy D:L KoKp B= ‘1_ Dz‘
T, 2\ T,
_ . (1)
2. Die Phasenregelschleife (PLL) IdC

2.5 Phasendetektoren: Realisierungsaspekte
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)

.((
Phasendetektoren (1) IdC

Phasendetektoren bestehen aus
« einem Signalkomparator und

« einem Tiefpass zur Oberwellenbefreiung (Grenzfrequenz deutlich groRer als
beim Schleifenfilter, daher kein Einfluss auf das dynamische PLL-Verhalten)

1. Multiplizierer-PD:

Siue(t) = sin(axt +¢y(1)) v
SE() v(t) -z M\
X TP = Sye(t) = 2cos(ayt +¢,(1)) . 2 . .
Sare{!) v(t) = sin(g,()-¢,(1) 5 e

2. Multiplizierer-PD mit Begrenzer:

e v(p) Sl = Sn(@rt +,(0) T m
TP > Sue(t) = 2sign(cos(ant +5(1))) 2 |

Sonr(D) . T o
" v(t) = Sin(g,()- (1) >
Vorteil: einfache Realisierung des Multiplizierers
(1)
Phasendetektoren (2) 10C

3. Dreiecks-PD mit Excl. Oder o —

] L
SlHF(t) @ TP _\L(t) <Ton> |_l_ \ /!\\
) r—— 0/ & o

v(t) ~ 2T, /T-05

4. Sagezahn-PD mit RS-Flipflop ‘ v
- — I I
se® ~Th P et -
s o <Ton? L ) |
SZHF(t) T 4 o
v(t)~T,/T-05




S
L)
Phasendetektoren (3) I(d%

5. Phasen- und Frequenzdetektor mit 4r linearem Bereich
Vorteil: keine separaten Frequenz-Fangschaltungen erforderlich

0s. Frequenzversatz
S (t) > uy(t Kennlinie: " quenzve

e MY o W
Sore() = - Q- Uy(t)

neg. Frequenzversatz

Sue(t) nach sy (t): _ Soue(t) vor se(b):
o son(sye(®)) o
—J L sgn(syet) '—
Ty, N uy(t) 0
0 u(t) B
v(t)




Empfangersynchronisation -3-1- 3 Maximum Likelihood Parameterschatzung

3 Maximum Likelihood Parameter schatzung

31 Einfihrungin die Schatztheorie

311 Das allgemeine Schatzproblem

Zur Synchronisation ist es erforderlich, aus einem gestorten Empfangssignal die Tragerfre-
quenz, die Tragerphase sowie den Symboltakt und die Abtastphase zu schétzen. Die theoreti-
sche Grundlage zur L6ésung dieser Aufgabe liefert die Schatztheorie. Die Beschaftigung mit
der Schétztheorie ist aus folgenden Grinden lohnenswert:

e Mit ihrer Hilfe kdnnen Synchronisationsverfahren hergeleitet werden, dieim Sinne e -
nes noch zu definierenden Qualitatsmalles optimal sind.

e Sie erlaubt die Angabe von theoretischen Grenzen, mit denen die Qualitdt von Syn-
chronisationsverfahren beurteilt werden kann.

In der Schétztheorie wird allgemein das Problem betrachtet, aus einer Anzahl beobachtbarer
Groflen ein oder mehrere Parameter zu schatzen. Haufig sind die zu schétzenden Parameter
nur indirekt in den beobachtbaren Grof3en enthalten. Zudem sind die beobachtbaren Grofen
im Allgemeinen gestort. Wenn z.B. die Frequenz einer unmodulierten Sinusschwingung zu
schétzen ist, von dem Sinussignal aber nur einige Abtastwerte vorliegen, so liegt der Parame-
ter ,Frequenz” nur indirekt vor und muss durch nichtlineare Abbildung aus den Abtastwerten
gewonnen werden. Die Abtastwerte selbst kbnnen zusétzlich noch gestort sein, z.B. durch
additives Gaul’ sches Rauschen.

Die Schétzaufgabe kann als eine Ubertragungstechnische Aufgabe nach Abb. 3-1 aufgefasst
werden. Die zu Ubertragenden Werte sind Parameter, die wir hier mit A, 4,,..., 4, bezeichnen
wollen und kompakt als Parametervektor A bezeichnen. Fir unser Synchronisationsproblem
sind diese Parameter die Trégerfrequenz, die Tragerphase, der Symboltakt und die Abtastpha-
se. Der Ubertragungskanal bildet die Parameter auf eine Folge von beobachtbaren GroRen
r.r,,...I, ab, welche als Abtastwerte eines endlichen Beobachtungsintervalls eines Signals
r(t) aufgefasst werden konnen. Der Kanal ist durch seine Ubergangswahrscheinlichkeiten
Pg, (r|4) vollsténdig beschrieben. Dabei handelt es sich genau genommen um bedingte
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen (WDFen). Sie werden auch Likelihoodfunktionen ge-
nannt. Aus dem Beobachtungsvektor r werden nun Schétzwerte A, 4,,..., 4, ermittelt. Ziel ist
es, einen Algorithmus zu finden, der im Sinne eines vorzugebenden Fehlerkriteriums optimale
Schétzwerte liefert.

Ar—= T —=— -,
A== Kanal [ "2 | Schatzer = A,

Pra (r14) :
AL —= —— K —o— | - ji

Abb. 3-1: Das allgemeine Schéatzproblem

Sync3ML-Ansatz.doc 20.10.16
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Hinweise zur Notation;

e Grol3e Buchstaben bezeichnen Zufallsvariable, kleine Buchstaben bezeichnen spezielle
Werte, die eine Zufallsvariable annehmen kann. Z.B. ist rj eéin Wert, den die Zufallva-
riable R annehmen kann.

e Vonjedem zu schatzenden Parameter missen drei Varianten unterschieden werden:
A bezeichnet den exakten aber im Empfénger nicht bekannten Parameterwert,

A bezeichnet eine beliebige im Empfénger angenommene Hypothese und

A bezeichnet den von allen Hypothesen schliefdlich ausgewahlten Schétzwert.

Beispiel:

Eine Spannung u ist zu messen. Der Spannung ist jedoch Rauschen additiv Uberlagert, so dass
nur die Werte

ro=u+w, fork=12,..., K

beobachtet werden konnen. Darin sind die Werte wy Realisierungen von Zufallsvariablen W,
die den Rauschprozess beschreiben. Die Aufgabe ist es, u mbglichst genau zu schatzen. Die
Spannung wird hier als deterministische Grof3e angesehen, die aber unbekannt ist. Die be-
dingte WDF  pg,, (r |u) wird als bekannt vorausgesetzt und ist im Falle statistisch unabhén-
giger Gauss-verteilter Zufallsvariablen gegeben durch

Pry (1 |U) = H \/—G ( (rkz;uz) j (3-1)

3.1.2 Qualitatskriterien

Zur Beurteilung der Schétzgenavigkeit muss zunéchst ein QualitatsmaR q(4,4) eingefiihrt
werden, das die Abweichung einer Schétzhypothese 4 von dem exakten Parameterwert 4
quantifiziert. Im Folgenden werden die drel wichtigsten Fehlermal3e vorgestellt. Zur Verein-
fachung der Nomenklatur beschrénken wir uns im Folgenden auf nur einen einzelnen zu
schétzenden Parameter, den wir mit A bezeichnen wollen:

1. Quadratisches Fehlermal3: a(4.4
a(.)=(1-1)

A1
2. Absolutes Fehlermal3: q(4.4)
a(4.4)=[2-4

| G
3. Gleichférmiges Fehlermal3: a(2.4)
. [ofur |a-dl<ar2 1 '
a(td)=q - A

1 for ‘/1—/1‘>A/2 —> -~ o

Sync3ML-Ansatz.doc 20.10.16
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Da in der Schétztheorie die Storgrofie immer als Realisierung eines Zufall sprozesses aufge-
fasst wird, interessieren die Erwartungswerte dieser Mal3e, deren Minimierung das Ziel ist.

Man unterscheidet zwischen stochastischen und deterministischen Parametern. Stochastische
Parameter werden durch die a-priori WDF p, (4) beschrieben. Deterministische Parameter
haben einen festen, aber unbekannten Wert. Bei stochastischen Parametern wird angenom-
men, dass sich ihr Wert innerhalb eines Beobachtungsintervalls nicht verandert. Von Beo-
bachtung zu Beobachtung werden die angenommenen Werte im Allgemeinen aber als statis-
tisch unabhéngig angenommen.

3.13 Optimalschatzung fur stochastische Par ameter

Wir bezeichnen mit p, (1) die a priori WDF des Parameters 4 und mit p,, (4|r) dessena
posteriori WDF. Die Verbund-WDF ist gegeben durch p, o (4.r)=p,, (41r)- pe(r).

Der Erwartungswert des Schétzfehlers einer Hypothese A ergibt sich aus

e[a(AZ(R)]= | [a(£A(0) pys(4.0)dack

reRK —oo

(3-2)

I Pe (X _[ A(r)) Py (A1r)dadr

re]RK

Das innere Integral kann nie negative Werte annehmen, da beide Faktoren des Integralkerns
stets positiv oder Null sind. Um den Erwartungswert zu minimieren, ist es daher notwendig
und hinreichend, das innere Integral fir jeden mdglichen Beobachtungsvektor r zu minimie-
ren. Diese Aufgabe wird im Folgenden am Beispiel der drei oben genannten Fehlermalie
durchgefihrt.

1. Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Square Error) Quse

(A=A(1))"- Py (Alr)dadr (3-3)

o]
<

0

m
—

o]
[>9]
—

|=
N—
§ —3

Den Schétzer, der das innere Integral minimiert, nennen wir Minimum-Mean-Squwe
Error-Schétzer oder kurz MM SE-Schétzer. Der Schatzwert A, () ergibt sich, in-
dem das innere Integral nach 1 abgeleitet und zu Null gesetzt wird. Da die bedingte
WDF nicht von A abhangt, ist nur der Ausdruck (/1—1([))2 zu differenzieren, was

—22+2(r) ergibt. Damit erhalt man

5 -
7] (A-A(r )) Py (A1r)dA= zjszl, (A]r)dA+2A(r fl%r (A]r)dA

=1

Setzt man diesen Ausdruck zu Null und berticksichtigt, dass das letzte Integral den
Wert eins ergibt (Eigenschaft einer WDF), folgt nach Umstellung fir den optimalen
Schétzwert

ﬂMMSE [ '[ﬂ'er llr) (3-4)
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Ergebnis: Der optimale Schéatzwert im Sinne des kleinsten mittleren quadratischen
Fehlersist der Erwartungswert von A beztiglich der a posteriori WDF.

2. Mittlerer absoluter Fehler Qaps

U= | pB(L)T\ﬂ—i(L)\-pAu(ﬂIL)dﬂdL
LERK —oo
A(r)

= [ pa(r) J(Z(L)—ﬁ)-m.r(ﬂlt)dmj (A=A(r)) Py (AIr)dAjdr (3-5)

reRr" —eo A(r)

Nach der Aufspaltung der Grenzen flir das innere Integral kann der optimale Schétz-
wert nun auch wieder mittels Ableitung nach 4 und Null setzen gewonnen werden.
Nach Umstellung I&sst sich als Bedingung fur den optimalen Schétzwert

Aaps(1) -
[ Py (Al)da= [ py(4lr)da (3-6)
had jabs(E)

angeben. Dies ist genau die Definition fir den Medianwert der a posteriori WDF
Pl (A11).

Ergebnis: Der optimale Schatzwert im Sinne des kleinsten mittleren absoluten Fehlers
ist der Medianwert von A bezliglich der a posteriori WDF.

3. Mittlerer gleichformiger Fehler g

A(r)+Al2
O = f PR(L)[l I pAr(ﬂIL)dl]dL (3-7)

reR Ar)-al2

Der Ausdruck in der eckigen Klammer wird genau dann minimal, wenn das innere In-
tegral maximal wird. Eine besondere Bedeutung hat dieses Fehlermal} fir den Grenz-
Ubergang A — 0.Dann ndmlich ist das Integral proportional zum Wert der a posteriori
WDF an der Stelle A(r). Das Optimum liegt aso in diesem Fall genau an der Stelle,
an der p,, (4]r) sein relatives Maximum hat. Der so optimierte Schétzwert wird
deswegen maximum a posteriori Schatzwert oder kurz MAP-Schéatzwert genannt.
Dies wird in Abb. 3-2 veranschaulicht. Eine notwendige - jedoch nicht immer hinrei-
chende - Bedingung fUr den Schétzwert ist, dass an diesem Punkt die Ableitung von
Py (41r) nach A Null ist.
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4par(4Ir) _~— Maximum

A

\

»
»

A

Aviap A

Abb. 3-2: Zusammenhang zwischen M AP-Schéatzer und gleichférmigen Fehlermald

Bei der praktischen Behandlung des MAP-Schétzers hat es sich as zweckmaldig er-
wiesen, statt der WDF deren natiirlichen Logarithmus zu betrachten. Da der Loga-
rithmus eine monotone Funktion ist, liegt das Maximum an derselben Stelle wie in der
urspringlichen Funktion. Die Beziehung

d

ﬁln Py (A11) =0 (3-8)

ﬂ:/iMAP(L)
wird oft auch als MAP-Gleichung bezeichnet. Aquivalent dazu ist die Bedingung

d

d
a7 +—1Inp, (1)

-0, (3-9)
/1:3~AMAP(£) dl

In pg, (r|4)

/lzjfwAP(l)

in der der Einfluss des Kanals in Form der Likelihoodfunktion und der Quellenstatis-
tik in Form der a priori WDF separiert ist. ((3-9)ergibt sich aus (3-8) durch Anwen-
dung der Bayes-Regel pg,(r|4)-p,(4)=p,, (41r)-ps(r) und Beriicksichtigung

der Tatsache, dass p,(r) nicht von 4 abhéngt und somit bei der Differenziation Null
ergibt.)

Beispiel 2:
Wir betrachten wieder das Schatzproblem aus Beispiel 1. u sei die Spannung einer Batterie
aus einer Serienproduktion. Durch Fertigungstoleranzen kann diese Soannung von Exemplar

zu Exemplar schwanken. Wir nehmen an, die Spannung sei eine Zufallsvariable U mit der
Normalverteilung

_ 1 (=)’
pU(U)_\/EO'U eXp( 20'U2 }

mit Mittelwert py und Streuung oy. Das Rauschen sai ebenfalls beschrieben durch eine Zu-
fallsvariable mit der Normalverteilung N(O,6w), unabhangig von k. Dann ist

ey (1 |U) = H J_ p(—(rk‘“z’j.

20,,

Fir die Herleitung des optimalen Schétzverfahrens brauchen wir die a posteriori WDF. Diese
ergibt sich mit Hilfe der Bayesregel wie folgt:
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P (ulr)= Py (LJ“()L')I% (u)

Es lasst sich zeigen, dass dies ebenfalls eine Normalverteilung fur U ist. Umdies zu verifizie-
ren und um Mittelwert und Sreuung zu ermitteln, muss der Ausdruck in geschweiften Klam-
mern auf die Form C(u’~2au+b) gebracht und dann quadratisch ergénzt werden, so dass ein
Ausdruck der Form C(u-a)? — C(a’-b) entsteht. Darin ist der zweite Term zwar noch abhén-
gig von r, aber unabhangig von u und kann daher als Faktor exp(—C(a®-b)) vor die Exponen-
tialfunktion geschrieben werden. Dieser kann mit den Ubrigen Faktoren zu einer Konstanten
c(r) zusammengefasst werden. Es ergibt sich

(u_luulr)2
ulr)=c(r)exp| ——————
P (ulr)=c(x) p[ 2ot
mit dem a posteriori Mittelwert
o’ 1& o’ /K
My = > : El,rk"' = / Hy

" o0,°+0,’/K K& " 0,°+0,°/K

und der a posteriori Varianz

Der optimale Schéatawert ergibt sich fir die verschiedenen Fehlermalie wie folgt:

1. MSE-Schétzung: Gyg = E[U |r]= 44, (r). Der Fehler selbst ist gegeben durch die a
posteriori Varianz.

2. Die Shatzung fur minimalen absoluten Fehler ist der Medianwert, der bei einer
Normalverteilung gleich dem Mittelwert ist, so dass auch hier der optimale Schétz-
wert gegeben ist durch O, = 4, ().

3. MAP-Schétzung: Der optimale Schétzwert liegt beim Maximum der WDF p,, (u]r).
Bei einer Normalverteilung liegt dieses Maximum beim Erwartungswert, d.h. auch

hier gilt Gy.p = 4y, (1) -

Einige Anmerkungen zu diesem Beispiel:

1. Der optimale Schatzwert ist nicht einfach der lineare Mittelwert Gber ry, wie man zu-
nachst vermuten wirde.

2. Fir o,°/K> 0, (ark gestérte Beobachtung) gehen die beobachtbaren Werte
kaumin die Schatzung ein. Die Schatzung liegt nahe am a priori Mittelwert py.
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3. Fir o,,°/ K < 0,? (schwache Storung im Vergleich zur a priori Varianz) konvergiert
die optimale Schatzung gegen den linearen Mittelwert Gber rk. Der a priori Mittelwert
geht kaum noch in die Schatzung ein.

Beispiel 3:
Wie Beispiel 2, jedoch nehmen wir als Verteilung fir U eine Gleichverteilung im Intervall
[ul,u2] an. Mit Hilfe der Bayesregel ergibt sich

SOERCLCRIC

K

1 Z:(rk_u)2

‘exp| — &2

= 1(V270u) Pa(r)(tp-w) 2w

5 fur u <uc<u,

0 sonst.

Diese Funktion hat die Form einer abgeschnittenen Normalverteilung Uber u. Um den
optimalen MAP-Schatzwert zu gewinnen, differenzieren wir den Logarithmus der
Normalverteilung nach u und setzen das Ergebnis zu Null. Das Ergebnis ist die lineare
Mittelung der beobachtbaren Werte ry. Dies ist jedoch nur dann der optimale Schatzwert
wenn das Maximum der a posteriori Vertellung innerhalb des Intervalls [us,up] liegt.
Ansonsten muss der Wert auf dieses Intervall begrenzt werden:

aMAP<L)=max{w.min[uz,ﬁgrkj}.

Flr u, —u; >> oy ist die Begrenzung praktisch bedeutungslos, so dass

" 1
Uyiap (L) =2 (3-10)
K=
angesetzt werden kann.
314 Optimalschatzung fir deter ministische Parameter:

Der Maximum Likelihood Ansatz

Man ist geneigt, den Fall deterministischer Parameter als Sonderfall der stochastischen Para-
meter anzusehen, fir den die WDF p, (1) zu einer Delta-Funktion entartet. Mit diesem An-
satz ergibt sich als Optimalschatzung A(r)= A, was sicher den idealen Schétzwert darstellt,
aber nicht besonders hilfreich ist, da A ja gerade die gesuchte Grof3e ist, die es zu schétzen
gilt. Daraus wird deutlich, dass hier andere Qualitédtsmalie eingefiihrt werden missen.

Obwohl A deterministisch ist, sind die Schétzhypothesen A doch statistischer Natur, da sie
eine Funktion von R sind und R als Zufallsvektor aufgefasst wird. Ein wichtiges Mal3, das die
Giite einer Hypothese zu beurteilen erlaubt, ist der Erwartungswert von A(R), der definiert
ist durch
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E|A(R)]= f A(r)- Pga (r14)dr (3-11)

LERK

Anhand des Erwartungswertes der optimalen Schatzhypothese 1(R)=A(R) werden die
Schétzverfahren in 3 Klassen eingeteilt:

1. erwartungstreue Schétzer (engl.: unbiased estimator): E[i(B)} =4,
2. Schétzer mit bekannter Ablage B (engl.: biased estimator): E[E(B)} =1+B,
3. Schatzer mit unbekannter Ablage B, die von dem A
zu schétzenden Parameter A abhangt: E[/i(B)] =1+B(4).

Ein weiteres wichtiges Qualitétsmall ist die Varianz des Schétzfehlers. Beim erwartungstreu-
en Schétzer ist sie definiert durch

Var(/i(B)—/l):E[(i(B)—/i)z}: [ (A()-2) pge(rld)dr.  (312)

LERK

Bei Schatzern mit Ablage ist der Erwartungswert der Differenz E[(i(B)—/I— B)Z} zu bil-

den. Die Varianz ist ein Mal3 fur die statistische Unsicherheit des Schétzergebnisses. Ein guter
Schétzer weist eine kleine Varianz auf. Statt der Varianz gibt man héufig deren Wurzel an, die
als Streuung oder Standardabwel chung bezeichnet wird.

Im Gegensatz zu stochastischen Parametern gibt es fur deterministische Parameter keine ein-
fache Methode zur Bestimmung eines optimalen Schétzers. Ein bewahrter Ansatz ist der Ma-
ximum Likelihood Ansatz. Dabei wird derjenige Parameterwert A,, gesucht, der die Likeli-
hoodfunktion Uber alle Schatzhypothesen maximiert:

ey (1 1A ) = max{ Py (1 14)] (3-13)

Fur den optimalen Maximum Likelihood Schatzwert (kurz: ML-Schétzwert) iML([ ) lésst
sich als notwendige Bedingung auch

a4 Pay (114)

=0 3-14
i (3-14)

A=A (r)

formulieren. Ein Vergleich mit dem MAP-Schétzer aus (3-9) lasst erkennen, dass beide
Schétzer dasselbe Ergebnis liefern, wenn die a priori WDF an derselben Stelle A4,,,,(r) en
relatives Maximum aufweist wie die a posteriori WDF. Dann ist deren Ableitung O und die
Quellenstatistik beeinflusst das Schétzergebnis nicht.

Beispiel 4: Wir wenden uns wieder dem bekannten Beispiel 1 der Schétzung eines Span-
nungswertes zu. Wir nehmen an, der Spannungswert sei deterministisch, aber unbekannt. Die
Likelihoodfunktion ist gegeben durch (3-1). Wird der Logarithmus nach u abgeleitet und an-
schlief3end zu Null gesetzt folgt als Bedingung fur den ML-Schatzwert

> 2(r,—u, )=0.

K
k=1

Daraus folgt
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R -
ML—EZ (3-15)

Der Vergleich mit (3-10) zeigt, dass MAP-Schéatzung bei gleichverteilten Parametern iden-
tisch ist mit der ML-Schétzung bel deterministischen Parametern.

3.2 Die Cramer-Rao Schranken

321 Schranke fur Schatzfehler bei deter ministischen Parametern

Wenngleich oft keine geschlossene Herleitung fur den optimalen Schéatzalgorithmus méglich
ist, so liefert die Theorie doch zumindest eine untere Schranke fir den minimalen Schétzfeh-
ler des besten Schétzverfahrens. Diese kann als absoluter Mal3stab zur Beurteilung von
Schétzverfahren dienen. Diese Schranke wurde erstmals von dem Mathematiker Fisher im
Jahre 1922 angegeben. Spéter, im Jahre 1946, wurde sie von den Mathematikern Cramér und
Rao nochmals hergeleitet und seitdem wird die Schranke die Cramér-Rao Schranke genannt.
Sie besteht aus folgendem

Satz:

Fir jede erwartungstreue Schétzung /i( r) eines deterministischen Parameters A gilt

A(R)-4) |2 ! : (3-16)
E[( R)-2) } E[(a'” pgﬁ;t(ﬂﬂ)] ] 10
oder, was aquivalent ist
) E[(E(R)—l)2}> 1 (3-17)
- _—E{azln Prix (LM)]
oA?

IPg, (r14) und 9° Py (L14)

1 e existieren und absolut integ-

Voraussetzung ist, dass
rierbar sind.

Dieser wenig intuitive Zusammenhang wird nun bewiesen. Den Kern des Beweises bildet die
Schwarz’ sche Ungleichung

jfz(x)dx-jgz(x)dxz(jf(x)-g(x)dx)z,
in der die Gleichheit genau dann gilt, wenn
g(x)=c-f(x),

wobei g(x) und f (x) reelle Funktionen einer reellen Variablen x sind und ¢ eine beliebige reel-
le Konstante sein kann.

Beweis:
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Dadie Schatzung erwartungstreu ist, gilt I (i([)—l)- Pg, (1] A)dr =0

LERK

Die Ableitung beider Seiten nach A liefert

oA

reRr® reRX

JP;
Um Differenziation und Integration vertauschen zu konnen, muss
ren und absolut integrierbar sein (1. Voraussetzung).
Die Anwendung der Produktregel beim Differenzieren des Integralkerns liefert

apRM (r | ﬂ’) r. O (3‘18)

- ,[ Py (r[4)dr + J- (’i(L)_l) Y] r

LERK Le]RK

c 91N Pe, (r14)
o4

J (A()-2) 2P (L1 pg;(ili)'pRM(LM)dL:l

LERK

Py
Nun ersetzen wir “Pry (r14), was auf

fahrt. Um die Schwarz’ sche Ungleichung sinnvoll anwenden zu kdnnen, quadrieren
wir beide Seiten und gruppieren die Terme des Integralkerns so um, dass wir

[re{w {aln . \/pm )}'{\/pm (r14) (/i(i)—/i)}diJ2 =1

erhalten. Die Terme in den geschweiften Klammern kdnnen nun als die beiden Funk-
tionen f (x) und g(x) der Schwarz’ schen Ungleichung aufgefasst werden. Somit gilt

{MMDS—MJ -pRA(LIﬂ)dLH | (i(z)—ﬂ)z-pRM(gm)dL}zl.

LE]RK

Die beiden Integralterme sind genau die in (3-16) enthaltenen Erwartungswerte. Es
folgt

1

E[(E(B)—lﬂ 2 E[[aln . (Lu)ﬂ .

oA

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Zum Beweis des zweiten Teils beginnen wir mit der einfachen Beziehung

_[ P, (r4)dr =

LGRK
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Die erste Ableitung nach A liefert

0
re'LKa7 Py (L1 A)dr =

Nochmaliges Differenzieren ergibt unter Anwendung der Produktregel

d”In Pry (11 4)
oA?

AN pa, (r|A)Y
LERK

LERK

An dieser Stelle haben wir von der 2. Voraussetzung Gebrauch gemacht, dass namlich
9*Pa (r14)
0A?

Die beiden Integrale bilden genau die Erwartungswerte in (3-16) und (3-17), fur die

folgt
E|:82 In pmz([l/i)} :_E[[_aln Pry: (KM)T} :
oA oA

Mit dieser Beziehung folgt der zweite Teil des Satzes unmittelbar aus dem ersten Tell.

existiert und absolut integrierbar ist.

Eine besondere Bedeutung haben Schatzwerte, fur die (3-16) und (3-17) mit Gleichheit erfillt
sind. Derartige Schétzverfahren liefern Schatzwerte mit der theoretisch kleinstmdglichen Va-
rianz und werden deswegen optimal genannt. Aus der Anwendung der Schwarz’ schen Un-
gleichung im Verlauf des Beweises ist unmittelbar ersichtlich, dass genau dann ein optimaler
Schétzer existiert, wenn die Bedingung

ol pg, (r|4)
oA

erfillt ist. Darin ist ¢(4) eine beliebige reelle Konstante, die nicht von r, jedoch durchaus von
A abhangen darf. (Die Bedingung g(x) = cf(x) fordert von der Konstanten ¢ nur, dass sie nicht
von der Variablen x abhangt, die hier durch den Vektor r reprasentiert wird.) Ist (3-19) nicht
erflllt, existiert kein optimales Schéatzverfahren.

=(A(r)-4)-c(4) (3-19)

Esinteressiert nun die Frage, wie der ML-Schétzer zu bewerten ist. Aus der notwendigen Be-
dingung (3-14) folgt zusammen mit (3-19)

A

(A(r)-2)-c(2)

=0 (3-20)
A=Ay (1)

Unter Ausschluss destrivialen Falls c(ﬁML ([)) =0 folgt unmittelbar A(r)= 4, (r).

Schlussfolgerung:
Wann immer ein optimaler Schatzer existiert, ist er identisch mit dem ML-Schétzer.

Das umgekehrte gilt nicht! D.h. es kann eine Losung fur den ML-Schétzer existieren, ohne
dass die Bedingung (3-19) erfillt ist. Dann kann man auch nicht sicher sein, ob es nicht einen
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Schétzer gibt, der besser ist als der ML-Schétzer. Bisher konnte in den meisten Féllen jedoch
kein Schatzer gefunden werden, der besser (im Sinne einer kleineren Varianz) ist als der ML-
Schétzer. Und die wenigen Félle, in denen es gelungen ist, etwas besseres zu finden, erwiesen
sich die Schatzverfahren als nicht praktikabel, so dass immer der Maximum Likelihood An-
satz verwendet wird, um den besten Schétzer herzuleiten.

Zusammenfassend kann zur Cramér-Rao Schranke folgendes festgehalten werden:

1. Fur jeden erwartungstreuen Schétzer ist die Varianz des Schétzfehlers nach unten be-
grenzt.

2. Der Maximum Likelihood Ansatz liefert den optimalen Schétzer, sofern die Bezie-
hung (3-19) erfillt ist. Dann liegt die Varianz des Schéatzfehlers genau auf der Cramér-
Rao Schranke.

3. Exigtiert kein optimaler Schétzer, ist Gleichung (3-19) also nicht erfillt, kann Uber die
Qualitat der ML-Schétzung nichts ausgesagt werden. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass
auch in diesen Féllen ML-Schéatzung zu einem guten Ergebnis fuhrt.

4. Die Berechnung der Cramér-Rao Schranke erfordert nur die Kenntnis der Likelihood-
funktion pg, (r|4)-.

3.2.2 Schatzung eines stochastischen Parameters

Die Uberlegungen fur deterministische Parameter lassen sich auf stochastische Parameter
Ubertragen. Wenn man die bedingten WDFen pg, (r|4) durch die Verbund-WDFen
P, r(A4.1) ersetzt, gelten die Beziehungen (3-16) und (3-17) analog, allerdings mit etwas
komplexeren V oraussetzungen. Es gilt folgender

Satz:

Es sei r der Beobachtungsvektor und A eine Zufallsvariable. Der mittlere quadratische
Fehler eines beliebigen Schétzwertes A(r) erfillt die Ungleichung

" 2 1
E[(Z(B)—A) }z PRI (3-22)
]
oder, was aquivalent ist
E[(i(g)_,\ﬂz aZIn:)AR(“) , (3-22)
_E{ Yk }

Dabei ist der Erwartungswert sowohl tiber R als auch tber zu nehmen.

Folgende V oraussetzungen sind notwendig:
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d A, - . . ,
1. % existiert und ist absolut integrierbar, (3-23)
d A,r
2. % existiert und ist absolut integrierbar, (3-24)
3. Im Fale einer nicht erwartungstreuen Schatzung muss die Ablage B(A) die
Bedingung
lImB(4)-p,(4)=lim B(4)-p,(4)=0 (3-25)

erfillen. Dabel ist B(A) definiert durch den bedingten Erwartungswert
B(4)=E[A(R)-1]= [ (A(r)-2)pg:(cIA)dr. (3-26)
LERK

Im Unterschied zur ersten Cramér-Rao Schranke ist zu beachten, dass dieser Satz sowohl fir
erwartungstreue Schétzer als auch fur Schatzer mit Ablage gilt. Im letzteren Fall ist die linke
Seitein (3-21) und (3-22) nicht die Varianz des Schétzfehlers!

Beweis:

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (3-26) mit p, (4) und differenzieren
anschliefRend nach A:

a(pA(z - [ puanars [ 2030 e

reIRK LE]RK
Dabel haben wir bereits von der 1. Voraussetzung (3-23) Gebrauch gemacht.

Nun integrieren wir Gber A:

- T apA,R(ﬂ,L)(

P, (A)-B(A)_=-1+] | A(r)-A)drdA.

Auf Grund der 3. Voraussetzung ist die linke Seite der Gleichung Null. Dann ent-
spricht dies der Beziehung (3-18) aus dem Beweis der Cramér-Rao Schranke mit dem
Unterschied, dass die bedingte WDF pg, (r | 1) durch die Verbund-WDF p, . (4.r)
Zu ersetzen ist und die Integration sowohl Uber r als auch Uber A durchzufiihren ist.
Der Rest des Beweises ist daher &guivalent zum Beweis der Cramér-Rao Schranke fir
deterministische Parameter.

Ahnlich wie bei deterministischen Parametern spricht man bei stochastischen Parametern von
optimaler Schatzung, wenn der mittlere quadratische Schétzfehler genau auf der Schranke
liegt. Die Bedingung lautet hier

olnp, (A1)
TR =(A(r)-1)-c. (3-27)

Darin ist ¢ eine beliebige reelle Konstante, die weder von r, noch von A abhangen darf, dadie
Integrationen in der Schwarz’' schen Ungleichung sowohl tber r als auch Uber A durchzufih-
ren sind und die Konstante ¢ von keiner I ntegrationsvariablen abhéngen darf.
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Daraus lasst sich eine interessante Eigenschaft fur die a posteriori WDF herleiten. Die Diffe-
renziation von (3-27) nach A ergibt

O*Inp, (A1) _
oz

Darin substituieren wir nun In pA’B(/i,[)zln(pAll(M[)- pB(L)):In Py (A11)+Inpg(r).
Dadie Differentiation von In pg (r) nach A Null ergibt, folgt

o’Inp,, (41r)
oA?

=—c| (3-28)

Nach zweimaliger Integration erhalten wir fir die a posteriori WDF
Py (A11)=exp(—cA>+¢ (1) A+c,(r)). (3-29)

Das lasst folgende Schliisse fur optimale Schétzer zu:

1. Fur stochastische Parameter existiert ein optimaler Schétzer, wenn die a posteriori
WDF eine Gauf¥funktion ist.

2. Ist siekeine Gauf¥funktion, existiert auch kein optimaler Schétzer.

3. Der optimale Schétzer ist der MAP-Schétzer. Dies folgt aus einer Argumentation, die
ganz analog ist zu der, die bel deterministischen Parametern zu dem ML-Schétzer als
optimalen Schétzer gefihrt hat.

4. st die Optimalitatsbedingung erfillt, ist der MAP-Schéatzer aquivalent zum MM SE-
Schétzer. Dies ist einfach damit zu begriinden, dass es keinen Schétzer geben kann,
der die Schranke (3-21) unterschreitet. Da der MAP-Ansatz aber bereits die Schranke
mit Gleichheit erfillt, kann MMSE nicht besser sein. MMSE kann aber auch nicht
schlechter sein, da MMSE definitionsgemal® den mittleren quadratischen Fehler mi-
nimiert.

5. Die Berechnung der CRB erfordert nur die Kenntnis der Verbund-WDF p, R(A).

323 Verallgemeinerung auf die gemeinsame Schatzung mehrerer Parameter

Die Schranken, die in den letzten beiden Abschnitten ausfiihrlich behandelt wurden, lassen
sich auf die gleichzeitige Schdtzung von L Parametern verallgemeinern. Im Folgenden werden
nur die Sdtze ohne Beweis angegeben. Die Beweise kann man z.B. in dem Buch von Harry
van Trees. , Detection, Estimation and Modulation Theory*“, John Wiley & Sons, 1968 nach-
lesen.

Zunéachst betrachten wir wieder den Fall deterministischer Parameter. Zur kompakten Darstel-
lung der Zusammenhange fuhren wir eine Matrix J ein, die Ublicher Weise Fishers Informati-
ons-Matrix genannt wird. Sie kann als Verallgemeinerung der Erwartungswerte auf der rech-
ten Seiten in den Beziehungen (3-16) und (3-17) fir K Parameter angesehen werden. Das
Element in Zeilei und Spalte j der LxL-Matrix J ist definiert durch

J =E dIn pBIi(Lli)_aln pgu([li)
ij 82.1 a/l .

l

(3-30)
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9*Inpg, (r|4)
A,

Eslasst sich zeigen, dass J;j auch in der Form J; :—E{ } darstellbar ist.

Die Verallgemeinerung der Cramer-Rao Schranke zur Schétzung deterministischer Parameter
fuhrt zu folgendem

Satz:

A

Fur jede erwartungstreue Schétzung A(r) eines Vektors A mit K deterministischen
Parametern 4; gilt

el (A(R)-4) |2[07], (331)
mit [J7Y];; a's dasi-te Diagonalelement der Matrix J ™.

apBI& (Lli’) und angu (Lli)

Voraussetzung ist, dass
oA 04,04,

far alei und  existieren und

absolut integrierbar sind.

Zur Veralgemeinerung der Schranke fur stochastische Parameter benttigen wir eine kleine
Erweiterung von Fishers Informationsmatrix. Die ben6tigte Matrix Jr besteht aus der Summe
zweier Matrizen Jp und Jp, wobel Jp die urspringliche Matrix ist, die in (3-30) definiert ist
(nun jedoch mit A als Zufalsvektor), und Jp die a priori Information repréasentiert, deren
Elemente definiert sind durch

3., = E{am py(4) dlnp, (41)}
: a4 04

__g¥Inp(2)
I Y YV

(3-32)

Satz:

Es sei r der Beobachtungsvektor und A ein Zufallsvektor. Der mittlere quadratische
Fehler eines beliebigen Schétzwertes A (r) erfiillt die Beziehung

A 2
E[(A (R)-4) } [ 3], (3-33)
mit [J7 ;i als das i-te Diagonalelement der Matrix Jy* = (Jp + Jp) ™.

Py (L12) g 9P (1)
oA 0404,
absolut integrierbar sind. Im Falle nicht erwartungstreuer Schétzer sind noch Bedin-

gungen dhnlich denen in (3-25) und (3-26) zu erfillen.

Voraussetzung ist, dass fur alei und j existieren und
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3.3 Anwendung der Schatztheorie auf die Parameter schatzung in di-
gitalen Nachrichtenempfangern

Die allgemeinen Uberlegungen aus der Schatztheorie sollen nun auf die Parameterschétzung
in digitalen Nachrichtenempféngern angewendet werden. Wir beschranken die Betrachtungen
auf lineare Modulationsverfahren und den statischen AWGN-Kanal, dessen Impulsantwort in
der &quivalenten Basisbanddarstellung durch h(t) = &t—7)é? gegeben ist.

Das beobachtbare Empfangssignal in &guivalenter Basisbanddarstellung ist gegeben durch
r(t)=s(t|4,u)+w(t). (3-34)
Darin bezeichnet

w(t) eine Musterfunktion eines weil3en Gauld schen Rauschprozesses mit der Rau-
schleistungsdichte No. (Hinwels. in der Literatur wird hier haufig 2No
angesetzt. Das ergibt sich, wenn man die in der Literatur tbliche Umrechnung
eines redllen HF-Sgnals in die aquivalente Basisbanddarstellung vornimmt.
Wir verwenden jedoch bei der Umrechnung den Faktor J/ V2, 0 dass die
Leistung in der aquivalenten Basisbanddarstellung identisch ist mit der
Leistung des zugehdrigen HF-Sgnals. Diese Definition vermeidet einige
Probleme.)

S(t]...) das ungestorte Empfangssignal, das von einigen Parametern abhangt. Zur Ver-
deutlichung dieser Abhangigkeit werden die fir die Schatzung relevanten Pa-
rameter neben der Zeitvariablen t explizit angegeben.

A den zu schétzenden Parameter, der entweder die Frequenzablage v, die Phase €
oder die Zeitverzégerung 7 sein kann.

=

einen Vektor mit allen unerwiinschten Parametern, die die Datensymbole a[i]
und die anderen Synchronisationsparameter beinhalten. Wenn z.B. die Fre-
guenzablage v zu schétzen ist, beinhaltet u auch und 7.

Fur linear modulierte Signale ist das ungestorte Empfangssignal gegeben durch

s(t|4,u)=he'*""% ali]g(t-iT 7). (3-35)

Darin bezeichnet h den Kanal Ubertragungsfaktor.

Zur Anwendung der Ergebnisse der Schétztheorie auf einen Nachrichtenempfanger muss das
Problem der Zeitdiskretisierung tberwunden werden. Die Ergebnisse der Schétztheorie basie-
ren auf der Annahme, dass ein Beobachtungsvektor r mit endlich vielen Elementen vorliegt.
Im Nachrichtenempfanger liegt aber ein zeitkontinuierliches Signal r(t) vor. Zur Lésung des
Problems betrachten wir vortibergehend ein Gedankenmodell gemal3 Abb. 3-3.
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WO () Ik = 1 (KTa)
Anti- Parameter- R
s(t|4,u) Aliasing- [F>Abtastung =1 schitzung > 4
Filter

}

Ta

Abb. 3-3:  Gedankenmodell zur Zeitdiskretisierung der Signalein einem Tr&ger frequenzemp-
fanger

Das Filter hat den einzigen Zweck, die Leistung des Rauschsignals zu begrenzen, ohne das
Nutzsignal zu verzerren. Diese Anforderung erfillt z.B. ein idealer Tiefpass, dessen Grenz-
frequenz frp grof3er als die halbe Nutzsignalbandbreite ist. Wir wollen mit B = 2frp die gesam-
te Bandbreite des Filters bezeichnen. Am Ausgang ist die Leistung des Rauschens begrenzt
auf BNo. Im Folgenden wollen wir das gefilterte Rauschsignal mit w'(t) und dessen Abtast-
werte mit w'[k]=w (KT, ) bezeichnen.

Die Abtastung erfolgt mit der Rate 1/T, = B. Die Folge der Abtastwerte r’[K] bildet die Basis
fUr die Schétzung. Jeder Abtastwert kann dargestellt werden durch

r'[k]=s[ k|4,u ]+ W[K]. (3-36)

Durch diese Anordnung ist sichergestellt, dass die Folge der Abtastwerte die vollstandige In-
formation Uber das Nutzsignal enthdlt und die Storanteile in aufeinander folgenden Abtast-
werten stati stisch unabhéngig voneinander sind.

Wir betrachten nun die Aufgabe, einen Parameter 4 aus einem endlichen Intervall der Dauer
To entsprechend einer Anzahl von K Abtastwerten r'[1],...,r [K] zu schéatzen. Wir nehmen an,
dass der Parameter deterministisch, aber unbekannt ist. Als erstes wird der mathematische
Zusammenhang fur die WDF pr.,u(r'|4,u) aufgestellt. Diese WDF ist sowohl zur Maximum-
Likelihood-Schétzung al's auch zur Berechnung der Cramer-Rao-Schranke notwendig.

Die Werte w'[K] konnen als Redlisierungen einer komplexen Zufallsvariablen W' mit der
Normalverteilung

2
1 WIK]
(W[k])=——exp{—+——— 3-37
R (WIK]) == p{ o7 (3-37)
aufgefasst werden. Darin ist die Varianz gegeben durch o,,° = N,B = % .

A

Da die Rauschanteile aufeinander folgender Abtastwerte statistisch unabhangig sind, ergibt
sich die K-dimensionale WDF als K-faches Produkt der eindimensionalen WDF nach (3-37):

m/<w>=ﬁ%exp{——‘w[k3‘ }

\ 1 Oy, o
1 1 &
) (70,,%)" exp{_ O’ ;‘W[k]‘z} =
y -
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Die Substitution w[k]=r'[k]-s[k|4,u] liefert schlieflich die gesuchte Likelihood-
Funktion

’

Prya (I

Au)= (ﬂO'i.z)K exp{— 0'v1v2 k: r'[k]—s[k|/1,g]‘2}. (3-39)

331 Berechnung der Cramer-Rao-Schranke

Zunéchst wollen wir damit die Cramer-Rao-Schranke berechnen, ohne ein spezielles Sende-
signal anzunehmen. Dazu erweist es sich als vorteilhaft, von der zweiten Form der CRB ge-
mal3 (3-17) auszugehen.

Der natirliche Logarithmus von (3-39) ist gegeben durch

(r'[k]-s[k|a,u])(r" [k]-s [k|A.u]).

Die Differentiation nach A liefert nach Anwendung der Produktregel auf die einzelnen Sum-

manden
a|an,m(L’|/1,) i {M( ]_s*[k|/1,g])}.

oA o2 =

K

ﬂ,g):—ln(ﬂaw.z)K

’
IN Pgy (I

w' k=1

Nochmalige Differentiation ergibt

NPy, (FA4) 2 & |s[kau], . . as[k|2,u]’
RI4.u — R - k|- k —|— ;.
Yk P Sl iy (" [K]-s [klAu]) -7
Anschlief3end ist der Erwartungswert Uber aller’[k] zu nehmen, d.h.
as[k|/1 uj

el 2 S uan)-

}

Der Erwartungswert von r'[K] bzgl. der WDF pg,; , ( L’|/1, g) ist wegen der angenommenen

Erwartungstreue (V oraussetzung fiir die CRB) identisch mit s[ k|4, u |, so dass schliefllich

E|:82|n pB.M(L' i,g)}:_ 2 ZK:|aS[k|/1'g]r

Yk =

folgt. Setzt man dies Ergebnisin (3-17) ein, resultiert fir die CRB eines durch AWGN gestor-
ten und abgetasteten Signals allgemein

A Rt S 0-\12\//2 ]
e (4(R) ﬂ)}_ias[km T (3-40)

k=1
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Nun ist noch der Ubergang von Abtastwerten zum zeitkontinuierlichen Signal zu vollziehen.
Mit o,? = N,/T, erhalt man zunachst

E[(i( R) —1)1 > No/2 (3-41)

Fur den Grenzibergang Ta — 0 geht K = To/Ta gegen unendlich, wenn man die Lange T, des
Beobachtungsintervalls unverandert Iasst. Die Summe geht dann in ein Integral Uber, so dass
as

Cramer-Rao-Schranke E[(E(B) — /1)2} > No /2 : (3-42)
o

folgt. Die gesamte Herleitung ist auch im Anhang C zu finden. Diese Beziehung erweist sich
als wesentlich einfacher zu berechnen a's die urspriingliche Version, da wir nur noch das un-
gestorte Empfangssignal s[k|/1,g] bendtigen, was haufig in einer mathematisch kompakten
Form darstellbar ist.

Nun ist die CRB noch von den unerwiinschten Parametern u abhéngig. Prinzipiell wére dies
kein Problem, wenn diese als bekannt und deterministisch angenommen werden koénnen.
Wenn diese aber fur verschiedene Beobachtungsintervalle verschieden sind und als statisti-
sche Grol3en behandelt werden miissen, ist noch der Erwartungswert tiber diese unerwinsch-
ten Parameter zu bilden. Diesist i.A. nicht mehr geschlossen moglich. Jedoch 1&sst sich eine
untere Schranke angeben, die haufig analytisch handhabbar ist und die sich oft als brauchbar
erwiesen hat. Es gilt folgender

Satz:

Esse s(t|4,u) ene(i. A. komplexe) Zeitfunktion, die von einem deterministischen
Parameter A und einem Vektor u mit statistischen Parametern abhangt.

Ferner sei r(t)=s(t|A,u)+w(t) ein beobachtbares Signal und w(t) eine (komplexe)
Musterfunktion eines Gauss-Prozesses mit der spektralen Leistungsdichte No.

Dann gilt fur jeden erwartungstreuen Schatzwert A, der aus einem endlichen Intervall
der Dauer Ty des Signals r(t) gewonnen wird,

7 2 No/2 No/2
E|(1(R)-4) |2E, B S | (3
[( (R) )} . | os(tlau)f EU[L 3s(t] A,u) dt]

oA | o4
Der letzte Term wird modifizierte Cramer-Rao-Schranke genannt und erlaubt haufig eine
geschlossene Berechnung des Ausdrucks (im Gegensatz zum mittleren Term, der oft nicht
geschlossen berechenbar ist).

Beweis:

Die erste Beziehung folgt unmittelbar aus (3-42).
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Die zweite Beziehung ergibt sich unter Anwendung der Schwarz’ schen Ungleichung.
Fir eine positive Zufallsvariable X gilt allgemein

E[%}E[X]:I%px(x)dx.jxpx(x)dle.[ /%px(x) xpx(x)de =1.

Darausfolgt: E{%} >

1
E[X]
Die Beziehungen (3-43) bilden die Grundlage zur Berechnung von Cramer-Rao-Schranken
fUr Parameterschatzung in Nachrichtenempféangern.

332 Maximum Likelihood Schatzung aus einem endlichen Beobachtungsintervall

Der allgemeine Ansatz zur ML-Schéatzung lautet: Finde denjenigen Parameter iML, der die
Likelihoodfunktion maximiert, d.h.

Ao = argmax{ pey, (r14)].

Dabei fokussieren wir uns zunédchst auf ein endliches Beobachtungsintervall der Dauer LoT.
Dafir stellt die Beziehung (3-39) den Ansatz zur Berechnung der Likelihoodfunktion dar,
wobei der exakte Parameterwert A durch eine Variable - die Schatzhypothese 4 - ersetzt
werden muss. A ist aso alsfreie Variablein der Likelihoodfunktion zu betrachten.

Dawir nur an der Maximierung der Funktion tber A interessiert sind, kénnen wir auch 1 jede
Modifikation dieser Funktion betrachten, sofern das Maximum fir denselben Wert A=A
erhalten bleibt. Insbesondere kénnen wir den Faktor vor der Exponentialfunktion ignorieren,
daer keinen Einfluss auf die Lage des Maximums hat.

Wir modifizieren die Funktion weiter, indem wir die Betragsquadrate im Exponenten ausmul-
tiplizieren. Dies ergibt fir den Summenausdruck:

gr'[k]—s[k\z,g}r =S IK _zzRe{ s [KAu ]+ 3

k=1
Darin ist der erste Term von A unabhangig, hat daher fiir die Maximalwertfindung keinerlei
Bedeutung und kann ebenfallsignoriert werden. Wir kénnen als Likelihoodfunktion also auch

L (A.u)= exp{Ni Re{z r'[k]s [k‘i,g]TA}—Niog

k=1

[k|2, g]z (3-44)

[ k|4, g]rTA} . (345

verwenden. Fir den Grenzibergang Ta — 0 geht K = To/Ta gegen unendlich und die Sum-
menausdriicke kénnen durch die Integrale der entsprechenden Zeitfunktionen ersetzt werden.
Ferner kann r”(t) durch r(t) ersetzt werden, so dass folgt

L(4u)= exp{l\l%)J'T0 Re{r (t)s (t |Z,g)}dt—NiO )

0

s(t]4, )‘ dt} (3-46)

An dieser Stelle kénnen wir das Gedankenmodell mit der Zeitdiskretisierung wieder verlas-
sen, da wir nun einen Ausdruck fur die Likelihoodfunktion haben, der nur noch die kontinu-
ierlichen Signale enthdlt.
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Zur weiteren Vereinfachung setzen wir fur s(t | A,u ) die rechte Seite von (3-35) ein. Fir den

ersten Term aus (3-46) erhalten wir
Reir(t)s (t|4,u)idt=hd Rele Je1*™g iT—z-)dtl. (3-47)
T i |

In der rechten Seite ist einer der Parameter 6, v oder 7 noch durch die entsprechende Hypo-
these zu ersetzen, wéahrend alle anderen - auch die Datensymbole a[i] - zum Vektor u der un-
erwinschten aber als bekannt angenommenen Parameter gezéhlt werden.

Der zweite Term liefert

LO s(t|4.u )

Auf Grund des endlichen Integrationsintervalls missen wir streng genommen 3 Féalle unter-
scheiden:

dt—hZZZa la k]j (t—iT-7)g (t—KT —7)ct (3-48)

1. Allelndizesi, fur die g(t—1T—7) vollstandig innerhalb des Integrationsintervalls liegt,

2. AllelIndizesi, fur die g(t-iT—7) vollstandig auRerhalb des Integrationsintervalls liegt
(fUr diese ergeben die Integrale den Wert 0)

3. Allelndizesi, fur die g(t-iT—7) nur teilweise innerhalb des Integrationsintervalls liegt.

Um die Behandlung nicht unnétig zu komplizieren, nehmen wir an, dass das Beobachtungsin-
tervall Tp sehr viel grofier ist als die Dauer des Modulationsgrundimpulses g(t). Dann ndmlich
konnen wir naherungsweise ansetzen, dass L, =| T, /T | aufeinander folgende Symbole voll-
sténdig innerhalb des Integrationsintervalls liegen, wahrend alle anderen vollstandig auf3er-
halb liegen.

Mit dieser Naherung ist offensichtlich das Integral in (3-48) nur noch abhangig von (i—K)T
und damit unabhéngig von 7. Da der gesamte Ausdruck (3-48) von Uberhaupt keinem Syn-
chronisationsparameter abhéangt, tragt er nichts zum ML-Ansatz bel und kann somit bel der
weiteren Betrachtung entfallen. Was Ubrig bleibt, ist der Ausdruck aus (3-47). Damit reduziert
sich die Naherung der Likelihoodfunktion auf

L(i,g) ~ exp{NiO Re{_[TO r(t)s (t |Z,g) dt}} _ (3-49)

Setzt man fur s(t]4,u) den Summenausdruck aus (3-35) ein, erhdlt man

L(i,g)zexp{il—hRe{J.Tr Z”V”ﬁza [k]g (t—KT - r)dt}} (3-50)

0

Wie oben bereits erwahnt, ist der zu bestimmende Synchronisationsparameter noch durch die
entsprechende Schétzhypothese zu ersetzen. Zum Beispiel muss zur Ermittlung der Frequenz-
ablagein (3-50) vdurch v ersetzt werden. Dann lautet die Likelihoodfunktion

~ 2h j(2zvt+6) <
L(V,u) = exp N—Re Lr > a'[k]g' (t—KT —7)dt
0 k=1

0
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Darin sind 6, 7 sowie die Datensymbole a[i] fir i = 1,2,...,Lo die Elemente des Vektors u, die
in dieser Form a's bekannt vorausgesetzt werden. Sind nur die Datensymbole bekannt, nicht
aber 8und 7, dann sind auch @und 7 durch ihre Schétzhypothesen zu ersetzen und wir erhal-
ten die Likelihoodfunktion als Funktion der Hypothesen aller drel Parameter

L(.6,%,a[1],.., a[LO])zexp{il—hRe{jT [ (1)e ) L 2 [K] g (t—KT - r)dt}}

Nach Vertauschen von Summation und Integration I&sst sich das Integral aus (3-49) schlief3-
lich darstellen durch

[ r(t)s(t17,6,7,u)dt~ he ’HZa ]x[K]

0

mit

x[k] = ]: r(t)e’™g" (t—KT —7)dt|. (3-51)

Damit resultiert al's Likelihoodfunktion fir einen Signal ausschnitt der Dauer LoT

L(7.6.7,a[1],a[2],...a[Ly]) = exp{N—Re{ “"Za [k] x }} (3-52)

0

Daraus folgt eine grundlegende Erkenntnis: Ein ML-Schétzer basiert auf Werten x[K], die sich
aus einer Signal-angepassten Filterung (matched Filter) des Frequenz-verschobenen Emp-
fangssignals r(t) nach Abtastung im Symboltakt ergeben. Dieses Ergebnis ist unabhangig von
der Bandbreite des Sendesignals. Selbst wenn das Shannon’ sche Abtasttheorem verletzt ist,
reicht zur ML-Schétzung ein Abtastwert pro Symbol aus!

Die Abtastwerte im Symboltakt bilden hinsichtlich der ML-Schéatzung eine hinreichende
Statistik (engl.: set of sufficient statistics).

Fir die Annahme, dass alle Datensymbole bekannt sind, ergibt sich unmittelbar die optimale
Struktur eines ML-Schétzers gemél3 Abb. 3-4. Er liefert eine Grol3e, die abgesehen von dem
Faktor 2h/No dem Logarithmus der Likelihoodfunktion entspricht. Sie wird deswegen auch
L og-Likelihoodfunktion genannt. Wir wollen sie abkiirzend mit logL(.) bezeichnen.

o izt ” 2k o0
* |
r(t) =><%>:> g (-t) =D< =>$=><%=> Re{D> > logL()
kT+7

Abb. 3-4;: Gewinnung des L og-L ikelihoodwer tes aus dem Empfangssignal

Nun gilt es, digenigen Schatzwerte p,6 und 7 zu ermitteln, fur die die Likelihoodfunktion
L(7,6,7) maximal wird. Natirlich fiihrt die Maximierung der Log-Likelihoodfunktion

logL(7,8,7) zum selben Ergebnis, da der Logarithmus eine monotone Funktion ist.
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Unglucklicher Weise lassen sich die gesuchten Synchronisationsparameter haufig nicht direkt
durch Umkehrung der Log-Likelihoodfunktion berechnen. In einigen Fallen bleibt nichts an-
deres Ubrig, als fur den gesuchten Parameter (z.B. die Frequenz) mehrere Werte probeweise
einzusetzen, die Werte der Log-Likelihoodfunktion nach (3-52) und (3-51) zu berechnen und
sich so iterativ an das Maximum heranzutasten. Dies erscheint zundchst nicht besonders prak-
tikabel. Dennoch bildet der ML-Ansatz die Basis, aus der mittels Naherungen praktikable
Schétzal gorithmen hergeleitet werden konnen.

333 Rekursive Parameter schatzung

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Parameterschétzung auf der Basis eines endlichen
Beobachtungsintervalls betrachtet. In vielen Féllen ist eine derartige Schatzung aber gar nicht
durchfthrbar, insbesondere dann nicht, wenn die Datensymbole nicht bekannt sind. Dann
muss die Parameterschatzung auf einer rekursiven Struktur basieren, in der nach jedem Sym-
boltakt ein verbesserter Schétzwert gewonnen wird, der dann zur Schétzung des néchsten Da-
tensymbols herangezogen wird.

In rickgekoppelten Anordnungen zur Parameterschdtzung wird immer ein Fehlersignal e[k]
im Symboltakt bendtigt, das ein Mal fur die Abweichung vom optimalen Parameterwert A
darstellt. Die Verbesserung der Schéatzung erfolgt tblicher Weise nach der rekursiven Vor-
schrift

A[k+1] = A[K]+ re[K]. (3-53)
Darin ist ¥ eine reellwertige positive Konstante, mit der das dynamische Verhalten und die

aquivalente Rauschbandbreite des Regelkreises beeinflusst werden kann. (3-53) ist die zeit-
diskrete Version eines analogen Integrators. Abb. 3-5 zeigt das entsprechende Blockschalt-

bild.
elk] Mkﬂ] Mk] = d L > 1[K]
y

Abb. 3-5: Rekursive Erzeugung eines Schatzwertes aus dem Fehlersignal €/k] nach (3-53).

Die Fehlerwerte g[k] hangen i.A. nicht nur vom Schétzfehler AA[K] = ﬂ—ﬁ[k] ab, sondern
auch von Datensymbolen und dem Rauschsignal. Da Daten und Rauschen zufélligen Charak-
ter haben, ist g[k] als Zufallsvariable zu betrachten. Damit €[k] dennoch ein brauchbares Feh-
lermal? darstellt, ist es notwendig, dass der Erwartungswert von g/K] Gber die Datensymbole
und Uber die Rauschwerte einen eindeutigen Zusammenhang mit dem Schétzfehler AA[K] hat.
Dies ist Ublicher Weise eine nichtlineare Funktion, die haufig die Form eines liegenden ,,S*
hat und deswegen auch S-Kurve genannt wird. Sie ist fir einen vorgegebenen Fehler A4 defi-
niert als Erwartungswert von k] tber ale Stoérgrélden, d.h.

=E[e[k]|A4] (3-54)

mit AM=A-1. (3-55)

Die Folge €/k] wird hier als Realisierung eines stationaren Prozesses aufgefasst. Dann sind die
Erwartungswerte und damit auch die S-Kurve unabhangig vom Zeitindex k. Deswegen wurde
k in den Beziehungen (3-54) und (3-55) weggelassen. Haufig ist die S-Kurve jedoch abhangig
von Es/Np und der Symbolkonstellation des M odulationsal phabets. Damit €[k] als Fehlermal}
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taugt, muss die S-Kurve bei A41=0 erstens eine Nullstelle und zweitens eine positive Stei-
gung aufweisen. Dann gibt das Vorzeichen von §.) die Richtung an, in die der Schatzwert zu
korrigieren ist.

Mit der Definition (3-54) kann g[K] dargestellt werden durch
e[k]=S(A4)+n,[k], (3-56)

wobel S(A1) den Nutzanteil représentiert und n[K] als mittelwertfreier Storanteil interpretiert
werden kann. Auf der Grundlage dieser Zusammenhénge ergibt sich nun unmittelbar das re-
gelungstechnische Ersatzschaltbild nach Abb. 3-6. Es enthdlt zusétzlich ein optionales Schlei-
fenfilter, mit dem die dynamischen und die stationéren Eigenschaften des Regelkreises opti-
miert werden kénnen. Die Struktur dhnelt der einer Phasenregelschleife (PLL). Die S-Kurve
entspricht der Nichtlinearitét in einer PLL. Das Schleifenfilter ist die zeitdiskrete Version des
PLL-Schleifenfilters. Es wird durch seine Z-Transformierte F(2) beschrieben. Der anschlie-
Rende Akkumulator mit dem Faktor ystellt die zeitdiskrete Version des VCO in der PLL dar.
Einzig der Einflugepunkt fur das Storsignal ist unterschiedlich.

Um ein gewilnschtes stationares Verhalten der Regelschleife zu erreichen, lassen sich fir das
Schleifenfilter 8hnliche Bedingungen angeben, wie sie fur die PLL hergeleitet wurden. Dabei
sind nur die Regeln beim Ubergang von der Laplace-Transformation auf die Z-
Transformation konsequent anzuwenden: Die imagindre Achse der s-Ebene bildet sich auf
den Einheitskreis in der z-Ebene ab und s= 0 wird in z= 1 Gberfuhrt. Will man einen zeitli-
chen Sprung des Parameters A[K] ausregeln, darf F(z) also keine Nullstelle bei z=1 haben,
insbesondere kann auch F(2) = 1 gewahlt werden. Zur Ausregelung eines mit der Zeit linear
ansteigenden bzw. abfallenden Wertes 4 muss F(2) eine Polstelle bel z= 1 besitzen, u.s.w.

Ne[k] F(2) )
el I ekl _[Schieifen- A

A 14
A+t+7 Sad) fiiter | T | 21 T
Al

Abb. 3-6: Regelungstechnisches Ersatzschaltbild eines rekursiven Parameter schatzers

Ein Schétzer nach Abb. 3-6 ist immer erwartungstreu, wenn SAA) nur eine Nullstelle mit
positiver Steigung bel A4 = 0 besitzt. Sind mehrere Nullstellen mit positiver Steigung vorhan-
den, besteht immer das Risiko, dass der Regelkreis auf eine der anderen Nullstellen einrastet.

Zur Anayse des Rauschverhaltens im eingeschwungenen Zustand wird SAA) im Punkt
AA =0 linear approximiert und die Ubertragungsfunktion des linearisierten Systems von ngK]
nach A[K] bestimmt. Die Steigung der S-Kurve fir A4 = 0 wird mit Kp bezeichnet. Also gilt

dS(x
Kp = J : (3-57)
dx
x=0
Zur Vereinfachung kann man den Additionspunkt fir den Stérterm nach vorn verlagern, so
dass ein linearisiertes Ersatzschal tbild nach Abb. 3-7 entsteht.
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F(2)
ekl  [Schleifen-

7 A
Ko ——» filter - -1 Tl[k]

Abb. 3-7: Linearisiertes Ersatzschaltbild der Ruckkopplungsstruktur nach Abb. 3-6.

F(2)

z
Die Z-Transformierte des offenen Regelkreises ist gegeben durch KD;/—1 . Daraus erhdlt
Z_

2K

man H,(z)= Ko7 (2)

T 2-1+KyyF (2) (3-58)

as Z-Transformierte des gesamten Systems. Bezliglich des Storsignals ng[K] ist diese noch
durch Kp zu dividieren. Damit resultiert

Hy(2)=— 22

T z-1+ K pF (2) (3-59)

Oft verzichtet man auf das Schleifenfilter, so dass F(2) = 1 gesetzt werden kann.

Wie bel einem PLL ist die aquivalente Rauschbandbreite eine wichtige und aussagekréaftige
Kenngrof3e eines Regelkreises. Fur zeitdiskrete Systeme mit dem Abtastintervall T ist sie de-
finiert durch

05/T
'[ ‘He (ejZ/z'fT )‘2 df

B = . 3-60
1 (=1 (3-60)

Mit der Beziehung (3-59) und H,(z=1)=1/K, resultiert

05T ‘F (ej27[fT )‘2
BL - KS;’Z '[ j2rfT j2rfT 2
~05/T ‘e -1+ KyyF (e )‘

df . (3-61)

Fur den wichtigen Sonderfall, dass auf das Schleifenfilter verzichtet wird, liefert das Integral
die geschlossene L 6sung

BT=—0 |tirF) =1 (3-62)

Die Herleitung ist am Ende dieses Kapitels zu finden. Offensichtlich muss Kpy kleiner as 1
sein, da ansonsten die &quivalente Rauschbandbreite gréi3er als die Symbolrate ware. Um eine
wirksame Rauschunterdriickung zu erreichen, muss B deutlich kleiner as die Symbolrate
sein. Typischer Weise wéhlt man ydaher so, dass y << 1/Kp gilt.

Unter der Annahme, dass die Abtastwerte ne[K] statistisch unabhangig voneinander sind, ist
die Varianz des Schatzwertes A[K] gegeben durch o;° = B . Toe?, wobei o die Varianz von

efK] ist.
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Es interessiert nun die Frage, wie man die Qualitdt eines rekursiven Schétzers beurteilen
muss. Dazu wére ein Vergleich mit der Cramer-Rao-Schranke wiinschenswert. Die Cramer-
Rao-Schranke gilt jedoch nur flr nicht-rekursive Schétzer mit einem festen Beobachtungsin-
tervall der Lange Lo, in das alle Symbole mit gleichem Gewicht eingehen. Bel einem rekursi-
ven System nimmt der Einfluss weiter zurtickliegender Symbole jedoch exponentiell ab. Um
dennoch einen Vergleich mit der Cramer-Rao-Schranke durchfihren zu kénnen, bedient man
sich eines Tricks: Man Uberfuhrt das rekursive System in ein nicht-rekursives mit gleicher
Fehlervarianz. Dieser Ansatz erméglicht es, einen Zusammenhang des Parameters y des re-
kursiven Systems mit der Lange Lo des Beobachtungsintervalls des aquivalenten nicht-
rekursiven Systems herzustellen. Lo nennt man dann die zu yaquival ente Beobachtungsdauer.

In einem nicht-rekursiven System wird Uber eine einfache Mittelung tber Lo Werte €k] ein
Schéatzwert fur die Differenz zum tatséchlichen Parameter A gewonnen. Dann ist die Fehlerva-
rianz bei statistisch unabhangigen Abtastwerten nJk] gegeben durch o?/Lo. Dies entspricht
der bestmdglichen Rauschunterdrickung. Aus dem Ansatz gleicher Rauschvarianz der
Schatzvariablen, aso o/Lo = B Toe?, erhdlt man unmittelbar die Lange des aquivalenten
nicht-rekursiven Systems gemal3

|_o_

2 N B !
BT [z -1 for F(z)_lj. (3-63)

KoY

Abschlief3end wollen wir noch einen allgemein guiltigen Ansatz zur Erzeugung des Fehlersig-
nals efk] fur Maximum Likelihood Schatzung angeben. Die Ableitung der Likelihoodfunktion
L(l) nach der Schétzhypothese 4 hat an dem gewiinschten Wert 1= eine Nullstelle und
eine negative Steigung, so dass die Ableitung fiir Werte 1 > A einen negativen Wert liefert.
Dieser kann direkt zur Korrektur herangezogen werden. Das gleiche gilt nattrlich auch fur die
Ableitung des Logarithmus der Likelihoodfunktion. Da sich der Logarithmus leicht aus dem
Empfangssignal berechnen lasst, bietet sich als Fehlermal?

efk] = am;(;l,...)

mit L(.) aus (3-52) an. Auf die Mittelung Gber Lo Symbole kann bei riickgekoppelten Struktu-
ren verzichtet werden, da die Rauschunterdriickung auf anderem Wege, namlich durch ein
hinreichend kleinen Faktor y und/oder ein schmalbandiges Schleifenfilter erreicht werden
kann. Fir Lo = 1 ergibt sich aus (3-52) als mdgliches Fehlersignal fur eine riickgekoppelte
Anordnung zur ML-Schétzung

(3-64)

e[k]= % Re{e‘jga* [K] ]: r(t)e’*™g (t—KT - 7) dt} mit 1e{r,0,7}.  (3-65)

—oo.

Darinist A fir Frequenzschétzung durch v, fiir Phasenschétzung durch @ und fiir Zeitschét-
zung durch 7 zu ersetzen. Weliterfihrende Betrachtungen werden in den folgenden Kapiteln
zur Frequenz-, Phasen- und Taktschétzung angestellt.

Herleitung der Beziehung (3-62):

05/T
Aus (3-61) folgt mit F(2 = 1: B, =KZy’ | —————df .
s [€7T —14 K )
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Mit der Eulerschen Beziehung €2 = cos(24fT) + jsin(27fT) erhalt man

05/T

1

B =Kj7 df
- _of[,/T(KD;/—1+cos(27rfT))2+sin2(27sz)
05/T 1
=K | df

osr (Koy—1)" +1+2(K, y—1) cos(27 T)

Das Integral ist von der Form Ib;dx flr das man in Tabellen als Ldsung
+ccosax

2 (b—c)tan(ax/2)
ayb®-¢c? aretan Jb? —c?

Nr. 347). Mit a = 24T, b = (Kpy— 1)* + 1 und ¢ = 2(Kpy— 1) folgt zunéchst

findet (z.B. Bronstein, 7. Auflage, 2008, Integral

2 2 2 2 2
b?-c* = [((Koy=1)°+1) —4(Koy-1)

(KD7_1)4+2( KD7_1)2+1

(Kpy—1)*-2(Kpy-1)°+1
2
=1- ( Koy — 1)

=Kp7(2-Kpy) fir Kyy<2 und

b—c=(Kyy-1)° +1-2(K,y-1)
KZy2—2Kpy+l —2Kpy+2

=KZy - 4K y+4
=(2-Kyp)*

Damit ergibt sich

05T

B = Ké?’z

2 —1]tan(7rfT)J

2 arctan[(
27[TKD7/(2_KD7) KD7

-05/T

Fur f =+0.5/T divergiert tan(#fT) gegen e-. Wie oben erwahnt, wahlt man yimmer
S0, dass Kpy << 1. Dann ist der Faktor vor der Tangensfunktion positiv und die arc-
tan-Funktion nimmt die Werte +772 an. Esfolgt

arctan([ Kiy—l]tan(;sz)]

Schliefdich resultiert

05T

=7

-05T

B =K{¥ = .
'Z'}FTW(Z_KM/) T(Z_KD7)

und es folgt unmittelbar (3-62).
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4 Frequenzschatzung

Der zu schitzende Parameter ist A = v. Die Phase wird als unbekannt mit einer Gleichvertei-
lung zwischen 0 und 27 angenommen, da eine Phasenschétzung erst nach einer Frequenz-
schiatzung Sinn macht. Erst nach einer geniigend genauen Frequenzschitzung kann der Pha-
senverlauf liber der Zeit auf Grund der Frequenzablage vorhergesagt werden.

Beziiglich der Symbolfolge werden 3 Fille unterschieden:
1. Daten- und Takt-gestiitzte Schitzung,
2. Daten-unabhéngige aber Takt-gestiitzte Schitzung und
3. Daten- und Takt-unabhéingige Schitzung.

Bei Daten- und Takt-gestiitzter Schiatzung wird angenommen, dass die Datensymbole im Be-
obachtungsintervall dem Empfinger vollstindig bekannt sind und dass die Abtastung nach
dem matched Filter zum optimalen Zeitpunkt erfolgt. Daten sind z.B. bekannt, wenn in den
Datenstrom in festgelegten Zeitintervallen Trainingssequenzen eingestreut werden. In Mobil-
funksystemen, die nach dem GSM-Standard arbeiten, wird z.B. in der Mitte eines jeden Zeit-
schlitzes eine bekannte Sequenz mit 26 bindren Datensymbolen iibertragen.

4.1 Daten- und Takt-gestltzte Schatzung

4.1.1 Maximum-Likelihood-Ansatz

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Likelihoodfunktion aus Kapitel 3:
~ X 2h —Jé L *
L(7,0)~exp o Ree 2 a k] x[k] - (4-1)
0 k=1
Darin ist h der Kanaliibertragungsfaktor und
x[k]={ r(t)e "'g" (t—kT - #)dt (4-2)

ein Abtastwert nach dem matched Filter zum Zeitpunkt k, der von der Schitzhypothese v
abhingt. Der Abtastzeitpunkt wird als ideal angenommen, d.h. 7 =7. Ferner werden die
Symbole a[k] als bekannt angenommen. Da iiblicher Weise die Frequenzschitzung vor der
Schétzung der Phase erfolgt, kann man iiber 6 keine Aussagen treffen. Der ML-Ansatz muss
daher modifiziert werden, indem man den Erwartungswert iiber € bildet, wobei eine Gleich-
verteilung zwischen 0 und 27 zu Grunde gelegt wird. Zur kompakteren Darstellung ersetzen
wir die Summe in (4-1) durch eine einzige komplexe Variable & und stellen sie in Betrag und
Phase dar, d.h.

£ (7)™ = ga*[k] x[K]. (4-3)

Dieser Wert héngt nur noch von der Frequenzhypothese ab. Auf der rechten Seite der Glei-
chung ist diese Abhéngigkeit in den Abtastwerten X[k] implizit enthalten.
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= b P
Nach der Multiplikation mit e erhalt man ™) a"[k]x[k]= ‘f;‘ (V)‘eJ(W(V)_B) . Fiir die Like-
k=1

lihoodfunktion aus (4-1) folgt
L(ﬁ,é) zexp{il—h‘é(ﬁ)‘cos(w(ﬁ)—é)}. (4-4)
0

Um die Abhéngigkeit von der Phase zu eliminieren, muss der Erwartungswert bzgl. der Pha-
senhypothese gebildet werden, d.h.

L(7)=E,| L(7.0) |~ —jexp{—\g (#)]cos (v (7) - 0)}d0_1(ﬂ:‘§(17)0. (4-5)

Darin ist Iy(.) eine modifizierte Besselfunktion der Ordnung Null. Sie ist zusammen mit ihrem
Logarithmus in Abb. 4-1 graphisch dargestellt. Zur praktischen Berechnung empfiehlt es sich,
statt der Likelihoodfunktion deren Logarithmus zu verwenden. Fiir positive Argumente sind
I[,(X) und Inl (X) monoton steigende Funktionen (s. Abb. 4-1). Statt der Besselfunktion bzw.
ihrem Logarithmus kann man also genau so gut allein deren Argument betrachten und nach
derjenigen Frequenz v suchen, die das Argument maximiert. Zur ML-Schitzung der Fre-
quenzablage geniigt es also, den Betrag von & (17) zu maximieren. Da ‘f (17)‘ an der gleichen
Stelle maximal ist wie die Likelihoodfunktion und gleichzeitig eine Approximation von Inl(.)
darstellt (abgesehen von dem Faktor 2h/N, und der Verschiebung um -3, s. Abb. 4-1), jedoch
ithr nicht gleich ist, nennt man sie Pseudo-Log-Likelihoodfunktion. Wir verwenden fiir die
Pseudo-Log-Likelihoodfunktion die Notation logL "(.). Fiir Frequenzschétzung ist sie durch

Za ‘ (4-6)

log L ‘ ‘

mit X[K] aus (4-2) definiert.
12 40

10
/ 30(2
8

T
g /|
) /s
4 =
/ 1K - 10
““““““““ 4

X—3

% 1 2 3 4 b 10 20 30 40
X— X —

Abb. 4-1:  Modifizierte Besselfunktion Iy(X) und ihr Logarithmus
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Die Empfangerstruktur zur Gewinnung eines Wertes der Pseudo-Log-Likelihoodfunktion
zeigt Abb. 4-2.

e—j2m7t

x[k] 2Kl

l
r(t)=>(%:> gt =D<=>(%=> > = || gl (v)

KT+7

Abb. 4-2: Gewinnung eines Pseudo-Log-Likelihoodwertes fiir eine Frequenzhypothese v bei
unbekannter Phase

Fazit: Im Unterschied zum Fall bekannter Phase, bei dem der Realteil der Summe maximiert
wird, muss nun also deren Betrag maximiert werden.

© QPSK, &= 0,5, L = 32

® 30[EsNo=30dB |
E vi=0 ‘
S

b

5

5 20 [ '
(@]

(@]

2

5

<

T
[@)]

(@]

— i |
=

2 95 05

o

normierte Frequenzhypothese 17T —

/\

30 /N

20 /

Pseudo-Log-Likelihoodfunktion logL"(.)

: N / \ /N

normierte Frequenzhypothese vT —

Abb. 4-3.  Typische Form einer Pseudo-Log-Likelihoodfunktion zur Frequenzschétzung
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Abb. 4-3 zeigt beispielhaft eine typische Pseudo-Log-Likelihoodfunktion bei hohem Signal-
zu-Rauschleistungsverhéltnis fiir den Fall, dass die tatsdchliche Frequenzablage v= 0 betragt.
Da der Schitzer erwartungstreu ist, liegt das absolute Maximum bei v =v =0. Charakteris-
tisch sind die Nullstellen bei Vielfachen von 1/Ly in der Ndhe des Maximums. Eine anschau-
liche Begriindung dafiir wird im néchsten Abschnitt geliefert.

Leider lasst sich der optimale Schiatzwert v nicht geschlossen aus dem Empfangssignal be-
rechnen. Da die Funktion viele Nebenmaxima besitzt, reicht das Nullsetzen der Differentiati-
on nicht aus, um den optimalen Schétzwert zu bestimmen. Eine Moglichkeit besteht darin,
das Empfangssignal r(t) mit mehreren komplexen Exponentialschwingungen unterschiedli-
cher Frequenzhypothesen zu multiplizieren und den jeweiligen Wert der Pseudo-Log-
Likelihoodfunktion zu berechnen. Dies entspricht einer Abtastung im Frequenzbereich.

Dieses Vorgehen erscheint noch nicht besonders praktikabel, da die Frequenzverschiebung
mit den verschiedenen Hypothesen auf das zeit- und wertkontinuierliche Empfangssignal r(t)
angewendet wird und somit eine Bank aus parallelen matched Filtern und Analog/Digital-
Konvertern erforderlich wére. Fiir Systeme, in denen a priori bekannt ist, dass die maximale
Frequenzablage kleiner ist als die halbe Symbolrate, ldsst sich die ML-Schitzung zumindest
ndherungsweise in einen praktikablen Schitzer Uberfiihren. Diese ndherungsweise ML-
Schitzung sowie einige bekannte ad-hoc-Verfahren werden im néchsten Abschnitt vorgestellt.

4.1.2 Praktikable Frequenzschatzer

Alle praktikablen Methoden basieren auf folgenden zwei Annahmen:

1. der Modulationsgrundimpuls erfiillt die Nyquist-Bedingung

Eg fur k=0

g(t)g*(t—kT)dtz{ 0 und (4-7)

§ ——38

sonst

2. die Frequenzablage v ist wesentlich kleiner als die Datenrate 1/T, so dass man den

Frequenzkorrekturfaktor e 1*™* fiir die Dauer eines Grundimpulses als konstant anse-
hen kann, so dass gilt

Mg (t—KkT —7) =™ g (t-KT - 7). (4-8)

Mit diesen Annahmen kann die optimale Frequenzschidtzung in guter Ndherung auf der Basis
der Signal-angepassten Filterung des (nicht frequenzkorrigierten) Empfangssignals r(t) erfol-
gen. Dies wird nun am Beispiel der PSK-Modulation verifiziert. Die Datensymbole fiir M-
PSK haben die Form

alk]=e" mit p[k]e{0, 22/M,47/M, ... 27(M -1)/M}. (4-9)
Wir betrachten die Abtastwerte des nicht frequenzkorrigierten Empfangssignals im Symbol-

takt zu den idealen Abtastzeitpunkten nach der Signal-angepassten Filterung. Wir wollen sie
mit y[Kk] bezeichnen. Sie sind gegeben durch

y[k]=[r(t)g" (t-kT —7)dt. (4-10)
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Wie héngt die Folge dieser Werte vom tatséchlichen Frequenzversatz ab? Um die Abhédngig-
keit zu erkennen, setzen wir r(t)= hej(z’”w)Za[i] g(t—iT —7z)+w(t) in (4-10) ein. Wir

erhalten
y[k]=h[ &S ali]g(t~iT ~7) g" (t—KT —7)dt +n[K]

~he!C™ TN ali][ g (t—iT —7) g’ (t-KT —7)dt+n[k]. (4-11)

Fiir die Umformung haben wir von der Annahme 2 Gebrauch gemacht. n[k] bezeichnet den k-
ten Abtastwert des Rauschsignals nach der Signal-angepassten Filterung. Ist ferner die Ny-
quist-Bedingung erfiillt (Annahme 1), verschwinden alle Integrale fiir i # k. Von allen Sum-
mentermen bleibt nur noch der Term fiir i =k {ibrig. Ist g(t) Energie-normiert (d.h. Eg=1)
folgt

y[k] = ha[k]e’*™ T +n[k]. (4-12)

Die Varianz der Rauschwerte ist fiir Energie-normierte Impulse g(t) gleich No/T. Da die Da-
tensymbole als bekannt vorausgesetzt werden, konnen wir deren Einfluss bei M-PSK durch
Multiplikation mit den konjugiert komplexen Symbolen a [k] eliminieren. Man erhilt

fiir M-PSK: z[k]:=a"[k]y[k] = he'*™ ) 1 n'[K]. (4-13)

Darin sind n'[k]=a"[k]n[k] Abtastwerte des Rauschsignals, die statistisch zu n[k] dquiva-
lent sind, denn der Unterschied zwischen n’[k] und n[k] ist nur eine Phasendrehung, und eine
komplexe Gaul’sche Zufallsvariable ist gegeniiber Phasendrehungen invariant.

Aus (4-13) folgt als wichtige Erkenntnis:

Bei M-PSK sind die Werte z[Kk] Abtastwerte einer komplexen Exponentialschwingung mit
konstanter Frequenz vund Phase 8, die nur noch von additivem weillen Gaul3’schen Rau-
schen (AWGN) gestort ist.

Diese Werte enthalten den komplexen Faktor ™7, den wir im Interesse einer kompakteren
Notation im Folgenden mit

z,:=e""" bzw. 7, =€) (4-14)

bezeichnen wollen. Der Winkel dieses Faktors entspricht der Phasendrehung innerhalb eines
Symbolintervalls, die durch die Frequenzablage v bzw. die Frequenzhypothese v verursacht
wird. Damit ldsst sich (4-13) in der Form

z[k] ~ hzge” +n'[k] (4-15)
darstellen.

Nun ldsst sich die Pseudo-Log-Likelihoodfunktion fiir das unverrauschte Signal (n'[k] = 0)
bei kleinen Frequenzablagen ndherungsweise berechnen: Multipliziert man z[K] aus (4-15)

noch mit dem Frequenzkorrekturfaktor Z,* = e ">**7 und summiert {iber L, Werte, erhilt man
L

L
eine Potenzsumme der Form S = z x*, die kompakt durch S = x
k=1

kann. Damit ldsst sich (4-6) wie folgt umformen:

ausgedriickt werden
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. L z k ) | o/z L0| o irL(vo)T ej;rLO(v—&) | |ej7rL0(vfn7)T|
et S A o e
o [sin(7ZL,AVT) )
~h sin(ﬂAvT) (4-16)

Dabei wurde der Hypothesenfehler Av =v—v eingefiihrt und die Eulerschen Beziehung

. 1 _
sin X = —_(eX -e X) verwendet.
2

J

30

_>

N
o

|sin( 7y vT)|

|sin(7zvT)|

10 [ [

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
normierte Frequenzhypothese vT —

Abb. 4-4:  Graph der Funktion aus (4-16) fir vI =0und L, = 32

Die Funktion ist in Abb. 4-4 dargestellt. In der ndheren Umgebung von v = v approximiert sie
die Pseudo-Log-Likelihoodfunktion aus Abb. 4-3 sehr gut. Insbesondere liegen die Nullstel-
len an exakt den gleichen Stellen, ndmlich bei vT = vT#i/L, fiir i = 1,2,3... Sie sind durch die
Nullstellen der Sinusfunktion im Zéhler von (4-16) gegeben, wenn der Nenner nicht gleich-
zeitig Null ist. Fiir Schétzfehler |AVT| < 0,5 hat die Funktion groBe Ahnlichkeit mit dem Be-
trag einer si-Funktion. Tatséchlich ergibt sich (4-16) auch (abgesehen vom Skalierungsfaktor
L,), indem man unendlich viele um ganzzahlige Vielfache von 1/T gegeneinander verschobe-
ne Funktionen der Form sin(X)/X mit X = 7zA VT tiberlagert.

Die Lage der Nullstellen kann auch anschaulich erkléart werden: Fiir AvT = i/L, durchlduft die
komplexe Exponentialschwingung aus (4-13) eine ganze Anzahl von vollen Perioden inner-
halb des Beobachtungsintervalls. Die Summation von Abtastwerten iiber eine ganze Anzahl
von Perioden einer Sinus- bzw. Cosinusschwingung ergibt aber immer Null, sofern die Ab-
tastrate ein ganzzahliges Vielfaches der Frequenz der Exponentialschwingung ist, was hier
zutrifft.

Die Niherung nach (4-16) ist eine periodische Funktion, die weitere Maxima der Hohe L bei
AvT ==£1 hat. Wieso ist dies in Abb. 4-3 nicht zu erkennen? - Bei derart grofBen Frequenzab-
lagen ist die Annahme 3 verletzt und die Néherung gilt nicht mehr. Mit zunehmender Fre-
quenzverschiebung wird die Signalleistung nach dem matched Filter immer kleiner. Daher
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sind die relativen Maxima der exakten Log-Likelihoodfunktion bei |[AvT| =1 deutlich kleiner
als bei AvI =0 und verschwinden vollstindig, wenn die Frequenzverschiebung vI grofer als
die Bandbreite des matched Filters ist. Bei Wurzel-Cosinus-Impulsen ist dies der Fall, wenn
der normierte Frequenzversatz AvT grofler als 1+ ist.

Erweitert man die Herleitung von (4-16) um das Rauschen ergibt sich

sin (7L, AVT)

h
sin(7zAVT)

logL'(Av) =~ +N". 4-17)

Darin beschreibt N" eine Gaul3’sche Zufallsvariable mit der Varianz LoNo/T. Der Faktor L,
resultiert aus der Summation iiber L, unkorrelierte Rauschwerte.

Aus der theoretischen Herleitung im vorhergehenden Abschnitt wird klar, dass die fiir PSK
beschriebene Vorgehensweise auch fiir andere Modulationsverfahren (z. B. QAM) optimal
ist, denn bei der Herleitung des ML-Empfangers haben wir keinerlei Einschrinkungen bzgl.
des Modulationsalphabets gemacht. Intuitiv mag man zwar meinen, nur eine Division von
y[K] durch a[k] eliminiert den Einfluss der Datensymbole vollstidndig. Das trifft fiir den Nutz-
anteil von y[K] auch zu, jedoch wiirde der Rauschanteil von Symbolen mit kleinen Amplitu-
den gegentiber solchen mit groBen Amplituden erheblich angehoben und wiirde eine nachfol-
gende Mittelung negativ beeinflussen. Gerade die Multiplikation mit den konjugiert komple-
xen Datensymbolen fiihrt aber zur Maximierung des Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnisses
im Log-Likelihoodwert an der Stelle v =v .

Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass sich alle praktikablen Methoden zur Daten-
gestiitzten Frequenzschitzung auf die Schétzung der Frequenz einer komplexen Exponential-
schwingung mit additiven weilen GauB3’schen Rauschen zuriickfiihren lassen. Die Werte z[k]
nach (4-13) bzw. (4-15) bilden die Basis dieser im Folgenden beschriebenen Frequenzschét-
Zer.

Zur Beurteilung der Qualitit verschiedener praktikabler Schitzverfahren soll die modifizierte
Cramer-Rao-Schranke herangezogen werden. Sie ist fiir Frequenzschéitzung gegeben durch

n 3 1
E|:(VT —VT)2:|Z 27[2 m
S 0

(4-18)
Eine ausfiihrliche Herleitung ist im Anhang D zu finden.

4121 Naherungsweise ML-Schéatzung

Wegen der 2. Annahme (|V| < 1/T ) kann der Phasenfaktor mit der Frequenzhypothese v in
Abb. 4-2 in der Verarbeitungskette also weiter nach hinten verlegt werden. Unter anderem
ergibt sich daraus der Vorteil, dass nun nur noch Abtastwerte im Symboltakt als Schétzbasis
dienen. Damit kann die gesamte Frequenzschitzung allein mit digitaler Signalverarbeitung
realisiert werden.

Der zu maximierende Ausdruck (4-6) kann nun angendhert werden durch
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HGE
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kz_;efﬂm/kT 7 [k]‘

izo"z[k]‘ : (4-19)

~
~

Wie bei idealer ML-Schétzung ist auch hier eine geschlossene Auflosung nach v nicht mog-
lich, jedoch kann die Berechnung fiir dquidistante Stiitzwerte nun effizient durchgefiihrt wer-
den. Der Summenausdruck in (4-19) stellt fiir dquidistante diskrete Werte v nidmlich nichts
anderes dar als die diskrete Fourier-Transformation (DFT) der Werte z[k]. Sofern L, keine
Potenz von 2 ist, ergdnzt man die Ly Werte um entsprechend viele Nullen, so dass sich der
Algorithmus der schnellen Fourier-Transformation (FFT) anwenden l4sst. Die maximale Fre-
quenzablage v, die mit diesem Verfahren noch geschitzt werden kann, ist prinzipiell durch
die Abtastrate von 1/T auf das Intervall [-0,5/T, +0,5/T) beschrankt.

Es ist zweckmiBig, zweistufig vorzugehen, um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten:

1. Grobschitzung: Man berechnet die DFT fiir N Punkte und sucht die Stelle des Maxi-
mums heraus. Hierbei sollte N > 2L, gewdhlt werden. Dies stellt sicher, dass in dem
Bereich zwischen den beiden Nullstellen neben dem Maximum der Pseudo-Log-
Likelihoodfunktion mindestens 3 Abtastwerte liegen. Entsprechend muss ein Block
von N-L, Nullen eingefiigt werden. An welcher Stelle der Block eingefiigt werden 1st
gleichgiiltig, denn eine zyklische Verschiebung der DFT-Eingangswerte hat keinen
Einfluss auf den Betrag der DFT-Ausgangswerte.

2. In der ndheren Umgebung des Maximums berechnet man die Stiitzstellen in einem we-
sentlich dichteren Abstand oder man interpoliert. In der Regel reicht es aus, aus der
Grobschitzung den Abtastwert mit der maximalen Amplitude zu ermitteln. Man legt
ein Polynom zweiten Grades durch diesen Wert sowie die beiden Nachbarwerte. Die
theoretische Grundlage fiir diese Approximation liefert die Reihenentwicklung von
(4-16), deren erste zwei Glieder eben genau ein solches Polynom darstellen. Der Ab-
szissenwert des Maximums dieses Polynoms ist die Basis fiir eine gute Ndherung des
ML-Schétzwertes der Frequenz. Dieser Wert kann geschlossen als Funktion der drei
Abtastwerte dargestellt werden.

Polynominterpolation: Die Aufgabe besteht darin, den Parameter X der Funktion

y(x)= ymax—c-(x—k)2 (4-20)

zu bestimmen, wobei die Abtastwerte ganzzahligen Xx-Werten entsprechen. Gegeben
sind die 3 Werte y(—1), y(0) und y(1), von denen y(0) das Maximum darstellt. Daraus
lassen sich 3 Gleichungen bilden, aus denen die 3 Unbekannten bestimmt werden kon-
nen:

y(-1)=y, —c-(1+ %), y(0) =y, —c- % und y(1) =y, —c-(1-%)".
Zunichst wird Ymax eliminiert:
y(0)—y(=1)=c-(1+ %)’ —c-%, y(0)—y(1)=c-(1-%) —c- .

Division der ersten Gleichung durch die zweite eliminiert C:
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= = . Nach Umstellung folgt

yh=y(=) (4-21)

y(x)

X

Abb. 4-5:Interpolation zwischen 3 Stitzstellen durch ein Polynom 2. Grades

Nachdem y(0) das Maximum von den drei Abtastwerten y(—1), y(0) und y(+1) ist,
muss X zwischen —0,5 und +0,5 liegen. Der Frequenzschitzwert ergibt sich aus

A

PT =0T+ (4-22)
N
Darin ist v, die zum Maximalwert y(0) gehorende Frequenzhypothese und N die DFT-
Lénge.
Die Struktur des ML-Schitzers zeigt Abb. 4-6.
o= _ of>| ]
SiFE T 1>
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Abb. 4-6:  Struktur des Daten- und Takt-gestitzten ML-Frequenzschéatzers

Damit haben wir aus der Theorie einen praktikablen Vorwértsschétzer hergeleitet.
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Leistungsanalyse des ML -Schétzers

Als Kriterien zur Bewertung eines jeden Frequenzschitzers dienen

e der mittlere quadratische Schitzfehler E[(VT —vT )2} bzw. die Wurzel daraus sowie

e der Mittelwert E[QT] , der eine Aussage liber die Erwartungstreue liefert.

Beide sind von verschiedenen Parametern abhingig. Wir wollen hier beispielhaft ein lineares
Modulationsverfahren mit einem Wurzel-Cosinus-Impuls mit Roll-Off-Faktor a = 0,25 und
einer Trainingssequenz der Linge L, =32 zu Grunde legen. Es interessiert die Abhingigkeit
der genannten Bewertungskriterien von dem Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnis und dem
Frequenzversatz v zwischen den Oszillatoren des Senders und des Empfangers. Als MaB fiir
das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis verwenden wir das Verhéltnis E¢/N,, von der Emp-
fangsenergie Eg pro Symbol und der Rauschleistungsdichte N, am Empfangereingang. In den
Abbildungen Abb. 4-7 und Abb. 4-8 sind fiir den ML-Schétzer beide oben genannten Krite-
rien tiber dem E¢/N, und iiber dem normierten Frequenzversatz vT dargestellt. Hierbei handelt
es sich um Ergebnisse aus Simulationen mit 10.000 verschiedenen Trainingssequenzen und
ebenso vielen verschiedenen Realisierungen des Rauschprozesses.

Aus den Ergebnissen lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir den nihe-
rungsweisen ML-Schitzer ziehen:

e Erist im nutzbaren Bereich erwartungstreu fiir 101gEs/No > 1 dB (Abb. 4-8),
e Fiir vI =0 und Eg/Ny > 0 dB liegt er auf der Cramer-Rao-Schranke (Abb. 4-7 links)

e Mit zunehmender Frequenzablage wird der Abstand zur Cramer-Rao-Schranke grofer
—auch fiir groBere Es/Ny (Begriindung s.u.)

e Relativ groBler Schétzbereich: Theoretisch: [vT| <0,5.

Nutzbarer Bereich: |VT| <0,5- (1 — i] .

Der nutzbare Bereich resultiert aus der Uberlegung, dass die Hauptkeule (der Bereich zwi-
schen den beiden Nullstellen rechts und links des Maximums der Pseudo-Log-
Likelihoodfunktion) vollstindig innerhalb des Intervalls [-0,5 < vT <0,5) liegen muss.
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Abb. 4-7:  Naherungsweise ML-Schatzung: Wurzel aus dem mittleren quadratischen Schatz-
fehler in Abhangigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-8:  Naherungsweise ML-Schétzung: Mittlerer Schéatzwert in Abhangigkeit vom E¢/N,
und von der Frequenzablage vT

Wir wollen nun den mittleren Schitzfehler (Abb. 4-7) ndher analysieren.

e Fiir Es/No <1 (0 dB) steigt der Fehler mit abnehmenden Eg/Ny deutlich stirker an als
die Cramer-Rao-Schranke. Ursache dafiir ist, dass durch das Rauschen relativ haufig
ein Maximum auflerhalb des Bereichs der Hauptkeule der unverrauschten Pseudo-Log-
Likelihoodfunktion vorgetduscht wird. Diese Wahrscheinlichkeit nimmt mit abneh-
menden Eg/Ny zu, wobei zunichst iiberwiegend die nichstgelegenen Nebenmaxima
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durch Rauschen zum Maximum angehoben werden. Mit abnehmenden Eg/Ny werden
immer héufiger auch Maxima an weiter abgelegenen Positionen vorgetduscht. Im Ex-
tremfall, wenn nur noch Rauschen vorliegt, also Es/Ng =0 (-0 dB) ist, ist die Position
des Maximums gleichverteilt im Intervall —0,5 < vT <0,5. Der mittlere quadratischen
Fehler ist dann 1/12. Die Kurven in Abb. 4-7 links konvergieren also gegen
112 0,29 fiir Es/No — 0.

e Fiir vI > 0,1 steigt der Schatzfehler geringfiigig, aber kontinuierlich an. Dieses Verhal-
ten wird an der Kurve fir Eg/Ng = 10 dB aus Abb. 4-7 rechts besonders deutlich. Bei
10 dB liegt das detektierte Maximum zwar zuverldssig im Bereich der Hauptkeule der
unverrauschten Likelihoodfunktion, dennoch gibt es eine Degradation. Ursache ist die
zunehmende Verletzung der Annahme 2, dass ndmlich vI << gilt. Dies hat zwei Ef-
fekte zur Folge:

Verringerung der Nutzleistung: Da das frequenzverschobene Empfangssignal oh-
ne Korrektur auf das matched Filter gegeben wird, wird zwangslaufig die Nutz-
leistung an dessen Ausgang mit zunehmender Frequenzabweichung geringer. Die
Rauschleistung wird dagegen nicht vom Frequenzversatz beeinflusst. Fiir einen
Roll-Off-Faktor von a=0 (rechteckformige Ubertragungsfunktion) nimmt die
mittlere Nutzleistung linear mit der Frequenzverschiebung ab und erreicht bei
vl = 0,5 einen Verlust von 3 dB.

Intersymbolinterferenz (ISI): Die Kreuzkorrelationsfunktion eines mit ™ mul-

tiplizierten Modulationsimpulses mit dem urspriinglichen Modulationsimpuls er-
fiillt nicht mehr die Nyquist-Bedingung, so dass ISI entsteht. Die mittlere ISI-
Leistung nimmt mit wachsendem Frequenzversatz zu. Die Auswirkung von ISI
auf den mittleren Schatzfehler wird an Hand der Kurve fiir 100 dB in Abb. 4-7
rechts deutlich. Bei 100 dB kann das Rauschen als vernachlédssigbar eingestuft
werden, so dass als Storquelle nur noch ISI zum Tragen kommt. Bei vI = 0,4 wird
durch ISI bereits ein mittlerer Fehler von 5-10™* verursacht. Dies ist ein Wert, der
auch bei E¢/N, = 12 dB erreicht wird, wenn die einzige Storquelle das Rauschen
ist.

Die ISI ist es auch, die die Kurven fiir vI > 0,1 aus Abb. 4-7 links fiir grole E¢/N,
ausflachen lasst.

Beide Effekte — ISI und verringerte Nutzleistung — sind auch der Grund, warum im
linken Bild von Abb. 4-7 sich der Ablosepunkt von der Cramer-Rao-Schranke mit zu-
nehmenden Frequenzversatz zu héherem E¢/N,, hin verschiebt. Fir vT = 0,4 fiihrt dies

zu einem Verlust von ca. 5 dB.

4122 Lineare Mittelung der Phasendifferenzen aufeinander folgender Abtastwerte

Ein sehr einfacher ad-hoc Ansatz zur Frequenzschitzung besteht darin, die Phasendifferenzen
zweier aufeinander folgender Werte z[k—1] und z[k] zu mitteln. Die Phasendifferenz kann
durch die Multiplikation eines Wertes mit dem konjugiert komplexen vorhergehenden Wert
berechnet werden. Aus (4-13) folgt: z[k]z [k —1] ~ h’e”*”T +n"[k]. Bei geniigend kleinem
Rauschen kann die Frequenz bereits aus einer einzigen Phasendifferenz ermittelt werden. Die
Summation tiber mehrere Phasendifferenzen dient nur noch zur Rauschunterdriickung. Fiir die
Mittelung stehen L,—1 Phasendifferenzen zur Verfiigung. Es folgt als Schéitzwert:
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T L s (2[K] ' [k-1]) (4-23)
VI =—— arg\| Z z - -
(L -N)& ©

Leistungsanalyse der Phasendifferenzmittelung

Ergebnisse aus Simulationen sind in Abb. 4-9 und Abb. 4-10 dargestellt.
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Abb. 4-9: Mittelung der Phasendifferenzen: Wurzel aus dem mittleren quadratischen Schatz-
fehler in Abhangigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-10: Mittelung der Phasendifferenzen: Mittlerer Schatzwert in Abhangigkeit vom E¢/N,
und von der Frequenzablage vT
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Es lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir die Phasendifferenzmitte-
lung ziehen:

e Sie ist innerhalb des nutzbaren Schitzbereichs erwartungstreu (Abb. 4-10 rechts),

e sie erreicht nicht die Cramer-Rao-Schranke (Abb. 4-9 links). Eine ndhere Rauschana-
lye offenbart einen um den Faktor Ly/6 hdheren mittleren quadratischen Fehler fiir
grofle E¢/N, (s. Anhang G).

e Mit zunehmender Frequenzablage wird der Abstand zur Cramer-Rao-Schranke grofer
— auch fiir groere Eg/Ny. (Gleiche Ursache wie beim ML-Schétzer: Reduktion der

Nutzleistung und ISI)
e Schitzbereich: Theoretisch: |VT| <0,5 (folgt aus |arg(.)| <)
Nutzbar: [vT|<0,25 (folgt aus Abb. 4-9 rechts, Kurve

fiir 100 dB, Anmerkung s.u.)

Der nutzbare Schitzbereich gilt fiir = 0,25. Tendenziell wird er mit zunehmendem «
grofBer.

e Fiir kleinere Eg/N, steigt der Schéatzfehler iiberproportional an (Abb. 4-9 links). Der
Grund dafiir ist, dass durch Rauschen Phasendifferenzen auftreten konnen, die be-
tragsmiBig grofer als 7 sind, aber mittels der modulo-27-Operation auf das Intervall
(—m, 7] abgebildet werden. Statt einer positiven Phasendifferenz groBer als 7 wird also
ein negativer Wert ermittelt. Dieser verfilscht den Schiatzwert erheblich. Je kleiner das
Es/Ny ist, desto haufiger treten derartige ,,Phasenspriinge* auf und der mittlere quadra-
tische Fehler hebt sich immer mehr von der Cramer-Rao-Schranke ab. Fiir E¢(/N, — 0

konvergiert der mittlere quadratische Schétzfehler gegen l/ (12 ( L, — l) . Dies folgt aus

der Annahme einer Gleichverteilung der Phasendifferenzen zwischen —7 und +7 und
der Annahme statistisch unabhéngiger Phasendifferenzen in der Summe von (4-23).

Die Kurve fiir 100 dB in Abb. 4-9 liegt im Vergleich zur entsprechenden Kurve fiir ML-
Schitzung aus Abb. 4-7 deutlich hoher. ISI und verminderte Nutzleistung wirken sich hier
offenbar wesentlich stirker aus als beim ML-Schétzer. Dariiber hinaus gibt es fiir vT > 0,25
einen extrem steilen Anstieg des mittleren Fehlers, der den nutzbaren Schétzbereich auf etwa
0,25 beschrinkt.

4.1.2.3 Schétzer nach Kay: Lineare Regression der Phasenwerte

Eine andere ad-hoc Idee stammt von Kay. Sie basiert auf der Beobachtung, dass fiir kleine
Rauschamplituden das Phasenrauschen von z[K] ndherungsweise Gauss-verteilt ist. Fiir Gauss-
verteilte Werte, die auBerdem statistisch unabhédngig voneinander sind, flihrt aber die Mini-
mierung des mittleren quadratischen Fehlers zur ML-Schiatzung. Da wir von einer konstanten
Frequenzablage innerhalb des Beobachtungsintervalls ausgehen, hdngt der Phasenverlauf des
ungestorten Signals linear von k ab. Wir konnen daher ansetzen: ¢ =ak+b mit a=2zvT .
Fiir den optimalen Schitzwert v sind die Koeffizienten a und b nun so zu bestimmen, dass
der mittlere quadratische Fehler zu den Phasenwerten von z[K] minimiert wird:

Z(ak+b—arg(z[k]))2 = min! (4-24)

L
k=1
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Abb. 4-11 veranschaulicht den Ansatz. Hier ist allerdings eine Besonderheit bzgl. der Pha-
senwerte zu beriicksichtigen: Wegen der Mehrdeutigkeit modulo 27 werden die Phasenwerte
normaler Weise auf den Wertebereich (-7, +7] abgebildet. In (4-24) ist jedoch dafiir zu sor-
gen, dass die Phasendifferenzen aufeinander folgender Werte nicht ,,springen®. In Abb. 4-11
springt der Phasenwert z.B. beim Ubergang vom 13. auf den 14. Wert um mehr als 7. Die
Phasenwerte miissen so korrigiert werden, dass die Phasendifferenzen kleiner als 7 sind. Die-
sen Prozess nennt man auf Englisch Phase-Unwrapping.

2n

Phasenwinkel ¢[k] —

Zeitindex k —»

Abb. 4-11: Lineare Regression der Phasenwerte mit Phase-Unwrapping

Notwendig und hinreichend fiir das Minimum des quadratischen Fehlers ist das Nullsetzen
der partiellen Differentiation von (4-24) nach a und b. Dies liefert zwei lineare Gleichungen
mit zwei Unbekannten, aus denen b eliminiert werden kann. Die Auflésung nach a bzw. v
liefert schlieBlich als Schiatzwert

T 0 Sk, - _
vT_ZﬂLO(Loz_l);(Zk L, —1)arg(z[K]). (4-25)

Daraus ldsst sich eine Formel herleiten, in der nur noch die Phasendifferenzen aufeinander
folgender Abtastwerte vorkommen:

o 6 &
27k, (L - 1) S

Auf die ldngliche Herleitung sei hier verzichtet. Der groe Vorteil dieser Darstellung ist, dass
das Phase-Unwrapping nicht mehr erforderlich ist. Im Vergleich zur einfachen Mittelung der
Phasendifferenzen nach (4-23) fillt auf, dass hier noch ein Gewichtungsfaktor vor den Pha-
sendifferenzen steht. Dieser Faktor ist in der Mitte des Beobachtungsintervalls am groften
und fillt zu den Rindern hin quadratisch ab.

k(L, —k)arg(z[k+1]z"[k]). (4-26)

L eistungsanalyse des Schatzers nach Kay:

Ergebnisse aus Simulationen sind in Abb. 4-12 und Abb. 4-13 dargestellt.
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Abb. 4-12: Schatzer nach Kay: Wurzel aus dem mittleren quadratischen Schatzfehler in Ab-
héangigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-13: Schétzer nach Kay: Mittlerer Schatzwert in Abhéngigkeit vom E¢/N, und von der
Frequenzablage vT

Es lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir den Kay-Schétzer ziehen:

e Erist fiir hohe SNR innerhalb des nutzbaren Schitzbereichs erwartungstreu (Abb. 4-13
rechts).

e Fiir vI =0 und Eg/Ny > 10 dB liegt er auf der Cramer-Rao-Schranke (Abb. 4-12 links)
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e Mit zunehmender Frequenzablage wird der Abstand zur Cramer-Rao-Schranke grofer
— auch fiir groBBere Eg/Ny (Begriindung wie beim ML-Schitzer: Reduktion der Nutz-

leistung und ISI)
e Schétzbereich: Theoretisch: |vT| <0,5 (folgt aus |arg(.)| < m)
Nutzbar: |VT| <0,23 (folgt aus Abb. 4-12 rechts, Kurve

fiir 100 dB, Anmerkung s.u.)

Diese Grenzen gelten nur fiir o= 0,25. Tendenziell wird der nutzbare Bereich mit zu-
nehmenden « grofer.

e Fiir kleinere SNR hat der Schétzer den gleichen Nachteil wie die Phasendifferenzmit-
telung: Fir kleinere Es/Ny steigt der Schitzfehler iiberproportional an (Abb. 4-12 links)

Die Kurven fiir 100 dB aus Abb. 4-12 und Abb. 4-7 sind fiir vT < 0,25 nahezu gleich. Offen-
bar ist der Kay-Schétzer gegeniiber ISI und verminderter Nutzleistung genau so robust wie
der ML-Schétzer. Allerdings hat der Kay-Schitzer den gleichen Nachteil wie die Phasendiffe-
renzmittelung: Fir vT > 0,23 weist die Kurve fiir 100 dB einen extrem steilen Anstieg des
mittleren Fehlers auf, der den nutzbaren Schétzbereich einschriankt. Dies scheint ein generel-
les Problem aller Schétzer zu sein, die allein auf Phasendifferenzen basieren.

Im Vergleich zur ungewichteten Mittelung von Phasendifferenzen aufeinander folgender Ab-
tastwerte hat der Kay-Schitzer den gleichen nutzbaren Schétzbereich aber eine wesentlich
geringeren mittleren quadratischen Fehler. Die geringfiigig erhohte Komplexitit durch die
Gewichtung der Phasendifferenzen diirfte bei den heute verfligbaren Technologien keinen
relevanten Nachteil darstellen, so dass der Kay-Schitzer eindeutig der einfachen Phasendiffe-
renzmittelung vorzuziehen ist.

4.1.2.4 Schatzer nach Fitz

Die beiden zuletzt behandelten Schitzverfahren haben den Nachteil, dass die Schétzfehler zu
kleinen Signal-Rauschverhéltnissen auf Grund von Phasenspriingen stark ansteigen. Fitz hat
nun einen Ansatz vorgeschlagen, der in diesem Bereich die Situation erheblich verbessert.

Er beruht im Wesentlichen auf dem Ansatz, zunichst die Summe iiber die L,—1 komplexen
Produkte Z[k + 1] 7 [k] zu bilden und danach erst die Phase zu berechnen. Der Vorteil liegt
darin, dass vor der Winkelbildung das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis durch die Summa-
tion erheblich verbessert wird, so dass Fehler auf Grund von modulo-2 7-Abbildungen erst bei
wesentlich kleineren E¢/N, auftreten. Allerdings darf man hier nicht die iibliche Faustformel
»SNR nach der Summation ist gleich der Summe der SNR der Summenelemente* anwenden.
Diese gilt nur flir statistisch unabhédngige Rauschwerte. In diesem Fall sind die Rauschwerte
verschiedener Summenelemente voneinander abhéngig, und nur eine genaue Rauschanalyse,
wie sie im Anhang G durchgefiihrt wird, offenbart den korrekten Zusammenhang. Dabei stellt
sich heraus, dass die Standardabweichung des Schitzfehlers fiir groBe E¢/N, gegen den
Schitzfehler fiir einfache Phasendifferenzmittelung konvergiert und fiir mittlere E¢/N,, sogar
grofBer ist, also einen deutlichen Abstand von der CRB hat (siche Abb. 4-9).

Fitz fand nun heraus, dass man ndher an die CRB herankommt, wenn man nicht nur die Pro-
dukte direkt aufeinander folgender Abtastwerte z [k] und z[k+1] betrachtet, sondern auch Pro-
dukte weiter auseinander liegender Werte in die Schitzung einbezieht. Haben die Werte den
Abstand «; ist im unverrauschten Fall die Schétzhypothese aus einem einzigen Paar gegeben
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durch vT = arg(z [k+x]z [k]) / (27x) . Die Division durch x bewirkt, dass die Rauschampli-
tuden um genau diesen Faktor verringert werden. Nachteilig ist, dass dann der Schétzbereich
fiir die Frequenzablage um denselben Faktor eingeschrinkt wird. Wenn man eine Rauschana-
lyse der Summe tiber die L;—x moglichen Produkte durchfiihrt, stellt sich auerdem heraus,
dass allein diese MaBnahme auch noch nicht die gewiinschte Verbesserung bewirkt. Erst eine
Mittelwertbildung der Schitzwerte fiir verschiedene x bringt die Schitzung der CRB néher.

Der Schétzer nach Fitz basiert auf Werten

Ly—«
R[x]=—— 3 z[k+x]2'[K]. (4-27)
Lo —K ka1
Mit (4-13) ergibt sich
R[x]=h%e"™T +n"[«]. (4-28)

Darin sind n”[lc] Musterwerte einer mittelwertfreien Zufallsvariable, die in guter Ndherung
wieder GauB3-verteilt ist. Unter Vernachlidssigung des Rauschens gilt offensichtlich:

arg{R[x]} = 271V T (4-29)

Fitz schldgt nun vor, iiber eine Anzahl von N < L/2 Phasenwerten zu summieren. Dies ergibt
(ohne Rauschen):

Zarg{ K]} = szch N (N+1)vT . (4-30)

K=l

Daraus ldsst sich ein Schétzwert fiir die Frequenz unmittelbar angeben:

T = N+1KZ rg{R[«]}. (4-31)

Fitz konnte schlielich zeigen, dass die CRB fiir N = L /2 asymptotisch erreicht wird.

Leistungsanalyse des Schatzers nach Fitz:

Ergebnisse aus Simulationen fiir N=L/2 sind in Abb. 4-14 und Abb. 4-15 dargestellt. Es
lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir den Fitz-Schétzer ziehen:

e Er ist innerhalb des nutzbaren Schétzbereichs auch fiir niedriges Es/N, erwartungstreu
(Abb. 4-15 rechts).

e Fiir N=Ly2, vT =0 und Es/Nyo> 0 dB liegt er auf der Cramer-Rao-Schranke (Abb.
4-14 links)

e Innerhalb des nutzbaren Schétzbereichs ist kaum eine Degradation festzustellen (Abb.
4-14 rechts).

e Schitzbereich: Theoretisch: |VT| < ﬁ (folgt aus |arg(.)| < 7 fiir x= N in (4-30))

Nutzbar: |vT | <
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Empfangersynchronisation

Der Schitzbereich ist nahezu unabhéngig von .
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Abb. 4-14: Schéatzer nach Fitz: Wurzel aus dem mittleren quadratischen Schéatzfehler in Ab-

héngigkeit vom Eg/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-15: Schétzer nach Fitz: Mittlerer Schatzwert in Abhangigkeit vom E¢/N, und von der

Frequenzablage vT

4125 Schatzer nach Luise und Reggiannini

Luise und Reggiannini verfolgen einen dhnlichen ad hoc Ansatz wie Fitz, jedoch schlagen sie
vor, im zweiten Schritt zunéchst iiber R[] zu summieren und dann erst den Winkel zu ermit-

20.10.2016
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teln. Es stellt sich heraus, dass dadurch der Schitzbereich gegeniiber dem Fitzschétzer nahezu
verdoppelt werden kann. Mit (4-28) erhdlt man fiir geringes Rauschen

iR[K] ~ Ze (4-32)
k=1 k=1

Die rechte Summe ldsst sich geschlossen ausdriicken durch

N sin (zz NvT ) -
z 2movT _ ja(N+IpT 4-33
¢ sin (m/T ) ¢ ( )

K=l

Fiir kleine Frequenzablagen v ist der Faktor vor der e-Funktion positiv und es folgt die
Schitzregel

—— 1 s i
vT _—7Z'(N +1) arg{;R[/c]}. (4-34)

Leistungsanalyse des Schatzers nach Luise und Reggiannini:

Ergebnisse aus Simulationen fiir N=L/2 sind in Abb. 4-14 und Abb. 4-15 dargestellt. Es
lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir den Fitz-Schétzer ziehen:

e Erist innerhalb des nutzbaren Schétzbereichs auch fiir niedriges Es/Ny erwartungstreu
(Abb. 4-17 rechts).

e Fiir N=Ly2, vT =0 und Es/Nyo> 0 dB liegt er auf der Cramer-Rao-Schranke (Abb.
4-14 links)

e Innerhalb des nutzbaren Schétzbereichs ist eine geringe Degradation mit wachsendem
vl festzustellen.

e Schitzbereich: Theoretisch: |VT| < Nl " (folgt aus |arg(.)| < 7in (4-34))
+
0,85
Nutzbar: |vT| < N1 (folgt aus Abb. 4-16 rechts)
_l’_

Der Schitzbereich ist nahezu unabhéngig von «.
Damit ist der Schéatzbereich fast doppelt so groR wie beim Fitz-Algorithmus.

Im Vergleich zum Fitz-Schitzer hat der Schitzer von L&R hat keinerlei Nachteile sondern
nur Vorteile: Insbesondere der deutlich erweiterte Schétzbereich macht ihn attraktiv. Dartiber
hinaus erweist es sich als Implementierungsvorteil, dass die Phasenberechnung aus Real- und
Imaginirteil einer komplexen Zahl nur einmal erfolgt, beim Fitz-Schétzer dagegen N mal.
Daher ist der L&R-Schitzer dem Fitz-Schitzer klar vorzuziehen.
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Abb. 4-16: Schatzer nach Luise und Reggiannini: Wurzel aus dem mittleren quadratischen
Schatzfehler in Abhangigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-17: Schatzer nach Luise und Reggiannini: Mittlerer Schatzwert in Abhangigkeit vom
E</N, und von der Frequenzablage vT

Bei der bisherigen Leistungsanalyse wurde die Anzahl N der Elemente, iiber die die duBBere
Summe gebildet wird, gleich Ly/2 gesetzt, denn nur fiir diesen Wert ist der Schitzer optimal.
Man kann jedoch auch kleinere N verwenden, um den nutzbaren Schitzbereich zu vergroB3ern,
wenn man einen gewissen Abstand zur Cramer-Rao-Schranke toleriert. Mit kleinerem N wird
der Abstand allerdings groBer und erreicht fiir N =2 etwa den Abstand, den die Phasendiffe-
renzmittelung hat. Fiir sehr kleine Werte N (N<4) erweist es sich als vorteilhaft, die Werte z[K]
vorher auf die Amplitude 1 zu normieren, d.h. in (4-27) die Werte z[K] durch z[K]/|z[K]| zu
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ersetzen. Damit wird der Einfluss des Rauschens im Realteil eliminiert, was sich insbesondere
im Bereich 0...10 dB in einer deutlichen Verbesserung bemerkbar macht.

0IgEMNo=— /1]
N / 5 1
7/ '.,| 5
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i
10d8 " /|
............ /// ;
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104 [b0 =32 \ [ N+1
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101gEs/Ny [dB] —» Frequenzablage vT —

Abb. 4-18: Modifizierter L&R mit N=2 im Vergleich zum Kay-Schatzer: Wurzel aus dem mitt-
leren quadratischen Schatzfehler in Abhangigkeit vom Eg/N, und von der Fre-

quenzablage vT
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Abb. 4-19: Modifizierter L&R-Schatzer mit N=2 im Vergleich zum Kay-Schatzer: Mittlerer
Schatzwert in Abhéngigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT

Abb. 4-18 und Abb. 4-19 vermitteln einen Eindruck von der Leistungsfahigkeit des so modi-
fizierten L&R-Schitzers fiir N =2. Zum Vergleich sind die entsprechenden Kurven fiir die
Phasendifferenzmittelung als punktierte Linien mit eingezeichnet. Er ist der Phasendifferenz-
mittelung in jeder Hinsicht iiberlegen, im Vergleich zum Kay-Schéatzer allerdings nur fiir
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niedrige E¢/N,, und — was von besonderem Interesse ist — fiir groere Frequenzablagen, insbe-
sondere, was die Erwartungstreue betrifft. Ob eine L&R-Variante mit N <L /2 einem Kay-
Schitzer vorzuziehen ist, ist von Fall zu Fall abzuwégen. Wenn der Signalverarbeitungsauf-
wand keine Rolle spielt, ist ohnehin der ML-Schétzer allen anderen vorzuziehen.

Auswirkung von nicht optimalen Abtastzeitpunkten auf die Schatzgenauigkeit

Bisher haben wir optimale Abtastzeitpunkte vorausgesetzt. Dies ist jedoch eine unrealistische
Annahme. Tatsdchlich wird man immer eine mehr oder weniger groe Abweichung vom
idealen Abtastzeitpunkt haben. Um einen Eindruck davon zu gewinnen, wie sich derartige
Fehler auf die Frequenzschidtzung auswirken, zeigen Abb. 4-20 und Abb. 4-21 Ergebnisse von
Simulationen mit zuféllig ausgewihlten Trainingssequenzen und statischen Abtastzeitfehlern.
Als MaB fiir den Abtastzeitfehler dient die Grof3e

T-T

£ = : 4-35
S (4-35)

Darin ist 7 die Kanalverzogerung, 7 deren Schitzwert und T die Symboldauer. zund 7 wer-
den fiir die Dauer der Trainingssequenz als konstant angenommen. Mit zunehmendem Fehler
nimmt die ISI-Leistung zu und die Nutzleistung ab, so dass zu erwarten ist, dass sich dies in
Form einer Erhdhung der Schétzfehlervarianz auswirkt. Dies ist insbesondere bei niedrigen
E¢/N, offensichtlich. Aus Abb. 4-20 ist zu erkennen, dass die Standardabweichung des
Schitzfehlers fiir groe E¢/N, gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Fiir vI =0 ist
dieser Grenzwert allein durch das Verhiltnis von Nutz- zu ISI-Leistung bestimmt. Zum Bei-
spiel errechnet man fir =025 und &,=0,25 mit den Formeln aus Anhang A
101gP¢/Pg; = 7,8 dB. Unter der Annahme, dass die ISI-Werte GauB3-verteilt sind, ergébe sich
die gleiche Fehlervarianz wie fiir ein E¢/N,, von 7,8 dB. Tatséchlich ist die Fehlervarianz, die
man Abb. 4-20 fiir 101gE¢/N,=7,8 dB fiir ¢,=0 entnehmen kann, etwas niedriger als der
asymptotische Grenzwert fiir £,= 0,25, was darauf schlielen lédsst, dass die Gaul3-Annahme
fiir die ISI nicht ganz zutrifft.

Man kann die ISI-Leistung durch geeignete Auswahl der Trainingssequenz beeinflussen. Die
Ergebnisse stellen eine Mittelung tiber 10.000 zufdllig gewdhlter Trainingssequenzen dar. Das
bedeutet, dass es Trainingssequenzen geben muss, die eine geringere Schitzfehlervarianz auf-
weisen. Aber es gibt auch Trainingssequenzen, die eine hohere Fehlervarianz aufweisen. Der
Auswahl der Trainingssequenz kommt also eine gewisse Bedeutung zu, sofern man mit signi-
fikanten Abtastzeitfehlern rechnen muss.

Wesentlich ist aber, dass zumindest der ML-Schétzer und der L&R-Schétzer erwartungstreu
iiber den gesamten Schitzbereich sind, selbst fiir Abtastzeitfehler bis zu 0,5, wie man Abb.
4-21 rechts entnehmen kann. Allerdings ist fiir groere Abtastzeitfehler ein leicht erhohtes
E¢/N, erforderlich (sieche Abb. 4-21 links). Wir konnen dennoch schlussfolgern, dass diese
beiden Frequenzschitzverfahren relativ robust gegeniiber Abtastzeitfehlern sind. Der Kay-
Schitzer erweist sich als deutlich empfindlicher. Er ist innerhalb des praktisch nutzbaren
Schétzbereichs von 0,23 (bei = 0,25) nur fiir Fehler von &, < 0,25 noch erwartungstreu und
hat im mittleren Bereich von E¢/N, eine deutlich hohere Fehlervarianz als die beiden anderen
Schitzer.
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Abb. 4-20: Auswirkungen von Fehlern des Abtastzeitpunktes: Wurzel aus dem mittleren quad-
ratischen Schatzfehler in Abhéngigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-21: Auswirkungen von Fehlern des Abtastzeitpunktes: Mittlerer Schatzwert in Abhan-
gigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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4.2 Daten-unabhangige aber Takt-gestiitzte Schatzung

Wir betrachten nun die Frequenzschiatzung unter der Annahme, dass die Datensymbole im
Empfangssignal nicht bekannt sind, das Signal aber zu den optimalen Abtastzeitpunkten abge-
tastet wird. Die Basis fiir die Schitzung bilden die Abtastwerte nach der Signal-angepassten
Filterung des (nicht frequenzverschobenen) Empfangssignals. Es gilt, diese Werte so zu trans-
formieren, dass die Datenabhingigkeit verschwindet. Eine solche Transformation kann nur
fiir ausgewihlte Modulationsverfahren angegeben werden. Im Folgenden wird das Beispiel
einer M-PSK-Modulation betrachtet.

Nach dem Signal-angepassten Filter sind die Abtastwerte zum optimalen Abtastzeitpunkt ge-
geben durch

y[k]~ha[k]e* )y n[k] = ha[k]e"™ +n[k]. (4-36)

Das Ungefédhrzeichen erinnert an die Annahme, dass die Phase der komplexen Exponential-
schwingung fiir die Dauer der Impulsantwort als konstant angenommen wurde, was ja nur fiir
kleinere Frequenzablagen in guter Ndherung gegeben ist. a[k] sei ein Datensymbol aus der
Menge der M-PSK-Symbole, d. h.

M-PSK: alk]=e”™™ mit m[k]e{0,1,2,...,M —1}. (4-37)

M-PSK-Symbole zeichnen sich durch eine konstante Amplitude aus, die hier auf 1 normiert
ist. AuBlerdem sind die Phasenwerte ganzzahlige Vielfache von 22/M. Diese Eigenschaft legt
unmittelbar ein Verfahren zur Eliminierung der Datenabhéngigkeit nahe: Die Bildung der M-
ten Potenz des Empfangssignals nach dem Signal-angepassten Filter. Dadurch werden fiir den
rauschfreien Fall alle Phasenwerte auf ganzzahlige Vielfache von 2wt abgebildet und es gilt:

a" [k]=1 vm[k]. (4-38)
Im rauschfreien Fall folgt fiir M-te Potenz der Abtastwerte y[K]:
yM [k] ~ hMej(anv(kT+r)+M9) _ hMequ)[k] (4-39)

Diese Werte konnen nun als Basis fiir alle im vorangegangenen Abschnitt vorgestellten Fre-
quenzschitzer dienen. Dabei ist in den Formeln nur x[k] durch yM[k] zu ersetzen und die ge-
schitzte Frequenzablage am Schluss noch durch M zu dividieren. Grund fiir die Division
durch M ist, dass das Produkt eines Wertes y"[k] mit dem konjugiert komplexen Vorginger-
wert yM[k—1] die M-fache Winkeldifferenz liefert. Aus diesem Grund ist der Schitzbereich
grundsitzlich um den Faktor 1/M kleiner als bei Daten-gestiitzter Schiatzung.

L eistungsanalyse Daten-unabhangiger Schéatzer fiir M-PSK:

Ergebnisse aus Simulationen fiir dem Maximum Likelihood Schétzer sowie den Schétzern
nach Kay und Luise und Reggiannini fiir N=L/2 sind in Abb. 4-22 und Abb. 4-23 darge-
stellt.
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Abb. 4-22: Daten-unabhangige Schatzer: Wurzel aus dem mittleren quadratischen Schéatzfehler
in Abhéngigkeit vom E¢/N, und von der Frequenzablage vT
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Abb. 4-23: Daten-unabhéangige Schétzer: Mittlerer Schéatzwert in Abhangigkeit vom E¢/N, und
von der Frequenzablage vT

Es lassen sich im Wesentlichen folgende Schlussfolgerungen fiir die Schétzer ziehen:

e Alle drei Schitzer sind innerhalb des nutzbaren Schitzbereichs erwartungstreu, aller-
dings erst fiir groBes Es/Ny (Abb. 4-23 rechts).

e Alle drei Schitzer erreichen die Cramer-Rao-Schranke; allerdings erst fiir grof3es
Es/No (Abb. 4-22 links). Im Simulationsbeispiel mit « = 0,25 ist
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fir den ML-Schétzer ein Eg/Ng von mehr als 11 dB
fiir den Kay-Schétzer ein Eg/Ny von mehr als 15 dB und
fir den L&R-Schitzer ein Eg/Ng von mehr als ca. 10 dB

erforderlich.

e Innerhalb des nutzbaren Schitzbereichs ist nur eine geringe Erhdhung des mittleren
quadratischen Fehlers festzustellen (Ausnahme: Kay bei 10 dB).

e Die Schitzbereiche der einzelnen Schéitzer sind etwa um den Faktor 1/M reduziert.
Dies diirfte der wesentliche Nachteil der Daten-unabhédngigen Schétzung sein. Der
ML-Schétzer erweist sich auch hier als der beste Schitzer mit einem Schitzbereich
von vI <0,125, gefolgt vom Kay-Schitzer mit vI < 0,083 fiir = 0,25 und L&R mit
VT <0,0125. Damit ist der L&R-Schétzer fiir die meisten Anwendungen nicht mehr in-
teressant.

Der ML-Schitzer ist den anderen beiden deutlich iiberlegen, sowohl bzgl. des mittleren
Schitzfehlers als auch bzgl. des Schitzbereichs. Aber auch der hat seine Grenzen:

e Erist nur einsetzbar, wenn die maximal erwartete Frequenzablage vT < 0,5/M betragt.

e Er liefert nur bei einem E¢/N, von > 10 dB bei L, = 32 brauchbare Ergebnisse.

Einfluss von L,, & und M auf den ML -Schatzer

Da man hier nicht auf die Lénge einer Trainingssequenz angewiesen ist, lieBe sich die
Rauschempfindlichkeit grundsétzlich durch eine Verliangerung des Beobachtungsintervalls L,
noch etwas verbessern. Verdoppelt man z.B. L, von 32 auf 64 wiren nur noch 8 dB erforder-
lich, um brauchbare Resultate zu erzielen. Gleichzeitig sinkt der mittlere quadratische Schitz-
fehler um den Faktor 1/8.

Der Roll-off-Faktor o hat dagegen nur einen vernachldssigbaren Einfluss.

Eine hoherwertigere PSK-Konstellation (M > 4) erweist sich jedoch als duB8erst nachteilig, da
nicht nur der Schitzbereich deutlich eingeschrinkt wird, sondern auch die Empfindlichkeit
gegen Rauschstorungen erheblich verschlechtert wird. Z.B. ist fiir 8-PSK ein E¢/N, von
> 16 dB bei L, =32, also 6 dB mehr als be1 QPSK erforderlich.
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4.3 Daten- und Takt-unabhangige Frequenzschatzung

Weder a[k] noch 7 noch &sind bekannt.

Fiir Daten- und Takt-unabhidngige Frequenzschétzung ist die Likelihoodfunktion nicht mehr
exakt berechenbar. Fiir nicht frequenzselektive Kanidle und grole SNR kann als Pseudo-Log-
Likelihoodfunktion die mittlere Leistung am Ausgang des Signal-angepassten Filters verwen-
det werden:

L'(¥) ~ TiojT x(t|7) dt=P, () (mittlere Leistung) (4-40)
mit
x(t)=[ r(£)e P g’ (£-t)d¢. (4-41)
e Xt

|
r(t) =><%:> g'(-1) = | LO"-dt — logL’())

Abb. 4-24: Struktur des ML-Schatzers fur Daten- und Takt-unabhangige Frequenzschéatzung

Auf eine Beweisfithrung wird hier verzichtet. Wir begniigen uns mit einer Plausibilitdtsbe-
trachtung. Fiir ein unendlich langes Beobachtungsintervall (Ty — o) ist die mittlere Leistung
des gefilterten Signals gegeben durch

P, =P, +P, (4-42)
mit R=[s(f)[c(f) df, (4-43)

wobei S( ) das Leistungsdichtespektrum des um v frequenzverschobenen Nutzsignals ist. Die
Rauschleistung ISN ist bei weilem GaufBlschen Rauschen unabhingig von der Frequenzver-
schiebung. Daher geniigt es, die Abhiingigkeit der Nutzleistung P, von vund v zu betrach-
ten. Fiir nicht-frequenzselektive Kanéle gilt:

S(f)~[6(f—v+v), (4-44)

d h. P~ [le(f-v+v)[a(f) df . (4-45)
Die Anwendung der Schwarzschen Ungleichung liefert

([lo(t=v+v)flo(t)f df )2 <[l (f-v+v) df flo(f) df (4-46)

mit Gleichheit nur dann, wenn |G( f—v +v )|* proportional zu |G( f)|* ist. Beide Integrationen
auf der rechten Seite der Ungleichung werden iiber einen unendlichen Frequenzbereich ausge-
fiihrt, so dass beide denselben Wert unabhéngig von v —v liefern. Die linke Seite ist genau
dann maximal, wenn Gleichheit gilt, woraus sich die Bedingung ergibt, dass
|G( -V +v)|* bis auf eine Konstante identisch mit |G( f)* sein muss. Dies ist bei bandbe-
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grenzten Modulationsimpulsen nur fiir v —v = 0 gegeben. Damit ist es gerechtfertigt, (4-40)
als Pseudo-Log-Likelihoodfunktion zu verwenden. Wir schlussfolgern:

Als Pseudo-Log-Likelihoodfunktion logL’(v) fur Takt- und Daten-unabhéangige Fre-
quenzschétzung kann die Autokorrelierte des Energiespektrums |G( f)|* des Modulations-
grundimpulses g(t) dienen.

Abb. 4-25 und Abb. 4-26 veranschaulichen die Verhéltnisse am Beispiel von Wurzel-
Cosinus-Impulsen.

Leistungsdichtespektrum i ,
| S(f) des frequenzverscho- |G(f)]

benen Empfangssignals / - \
—» ] |-
vl =0

-1 -0.5 0 0.5 1
fT—>

Abb. 4-25: Leistungs-Ubertragungsfunktion des matched Filters und Leistungsdichtespektrum
eines Empfangssignals mit Wurzel-Cosinus-Impulsen (hier a = 0.5)

RN
NN

N

-1 -0.5 0 0.5
VT —
Abb. 4-26: Pseudo-Log-Likelihoodfunktion fir Daten- und Takt-unabhangige Frequenzschat-

zung bei linearer Modulation mit Wurzel-Cosinus-Impulsen. ( = Leistung nach dem
Signal-angepassten Filter eines Frequenz-verschobenen Empfangssignals.)

Es ist offensichtlich, dass die Leistung nach dem matched Filter ein eindeutiges relatives Ma-
ximum aufweist und damit iiber den Ansatz

—X =0 (4-47)

fiir |v - 17| <1 berechenbar ist.
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Wie bereits in Kap. 3, Abschnitt 3.3.3 ausgefiihrt, liefert die Ableitung der Log-
Likelihoodfunktion nach v ein Kriterium, das etwas iiber die Frequenzablage aussagt: Es ist
fiir v <v positiv und fiir v >v negativ und eignet sich direkt zur Korrektur der Frequenzab-
lage. Diese Uberlegung kann natiirlich auch auf die Pseudo-Log-Likelihoodfunktion ange-
wendet werden, d.h. wir konnen die Ableitung der Leistung nach v als Fehlersignal verwen-
den. Um auf Verdnderungen reagieren zu kdnnen, verzichten wir auf eine Mittelung und ver-
wenden statt der mittleren Leistung die Momentanleistung. Somit erhalten wir als Fehlermal3

o(0) = (u(u19) ¢ 119)
_ax(t
Y

:2Re{x(t|ﬁ)%}

Nun muss noch X’ (t |V ) nach v differenziert werden. Diese Operation kann als direkte Filte-
rung des frequenzverschobenen Empfangssignals dargestellt werden. Um das zu verifizieren,
differenzieren wir (4-41) nach v :

)(t|v)+x( ) X (1]7)

ov

aXt|V Iz e,zng (5 t) £

:er 27(t—&)e g (&~ t)dg—szj (&)e g  (£-t)d¢&
y(t7) x(t1v)

= j(y(t|v)-2ztx(t|7)).

ox (t|v i R
Es folgt %:—j(y (t]7)-27tX" (1] 7)) (4-48)

mit y(t)=[r(&)e > 2z (t-¢)g’ (& -t)de. (4-49)

y(t | 17) kann als Ausgangssignal eines linearen zeitinvarianten Systems mit der Impulsant-
wort h(t) = 22tg"(-t) interpretiert werden. Die Ubertragungsfunktion H( f ) dieses Systems ist
gegeben durch

Deswegen wird das Filter oft auch abgeleitetes matched Filter (derivative matched filter) ge-
nannt. Setzt man (4-48) oben ein, erhédlt man

e(t)=2Re{x(t|7)(~jy" (t|7)+ j2rtx’ (1] 7))

=2Re{ - jx(t|7)y" (t|7)+ j2nt|x(t|v)[

%/—/

rein imaginér

=2Im{x(t|7)y" (t|7)} : (4-50)
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Um zeitdiskrete Signalverarbeitung anwenden zu konnen, miissen die Signale x(t) und y(t)
abgetastet werden. Die Abtastrate muss so gewéhlt werden, dass e(t) moglichst unabhingig
vom genauen Abtastzeitpunkt ist. Im Anhang H wird gezeigt, dass dazu eine Uberabtastung
(mehr als ein Abtastwert pro Symbol) erforderlich ist. Ferner wird gezeigt, dass bei Signalen,
die auf £1/T bandbegrenzt sind, eine Abtastung mit nur 2 Werten pro Symbol und anschlie-
ender Mittelung tiber 2 Werte bereits ausreicht, um vom Abtastzeitpunkt unabhéngig zu sein.
Wurzel-Cosinus-Impulse erfiillen diese Bedingung fiir alle Roll-off-Faktoren . Wir bezeich-
nen den Uberabtastfaktor mit m. Das Fehlersignal zur Ansteuerung einer Regelschleife ist
allgemein gegeben durch

2 mk—1

Y mm{x[i]y[i]}| (4-51)

m i=mk—m

efk]

Darin sind x[i] Abtastwerte des Zeitsignals X(t) gemaf3 (4-41) und y[i] Abtastwerte des Zeit-
signals y(t) gemil (4-49). Die Erzeugung des Phasenschitzwertes erfolgt dann iiber die rekur-
sive Vorschrift

o[k+1]=v[K]+ ye[K]. (4-52)

Mit diesem Ergebnis ldsst sich der rekursive Frequenzschétzer ohne Takt- und Datenkenntnis
in Form des Blockschaltbildes nach Abb. 4-27 darstellen.

Reduktion der

. X[i]
g'(-1) /* /Abtastrate\\
10 ‘g EleSeeen- oy
o s Vil =
g (-t) *'=>
iT/M mit kzrjw
g izt 1A/[k] m

NCO |=

Abb. 4-27: Frequenzregelkreis flir ML-Schatzung bei unbekannten Parametern mit M-facher
Uberabtastung

Wie aus Kapitel 3, Abschnitt 3.3.3 bekannt, kann das Fehlersignal als Summe aus seinem
Erwartungswert und einer mittelwertfreien Zufallsvariablen aufgefasst werden, wobei der
Erwartungswert den gewlinschten Zusammenhang mit dem Frequenzschitzfehler
Av[k]=v—v[k] darstellt und der Rest als Storsignal aufgefasst wird:

e[k]=s(Av[k])+n,[K]. (4-53)

Damit lésst sich das allgemeine regelungstechnische Ersatzschaltbild gemif3 Abb. 4-28 ange-
ben. Die Nichtlinearitit ist durch

S(Av)=E[e[k]|Av] mit Av=v-7p. (4-54)

definiert. Sie ist unabhingig vom Zeitindex k und, wie sich zeigen lésst, fiir das Fehlermal3
(4-51) weder von der Modulation (M-PSK oder M-QAM) noch von Eg/Ny abhingig. Man
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bekommt die S-Kurve durch Differentiation des Erwartungswertes der Log-Likelihood-
funktion, der wiederum durch die Autokorrelierte des Energiespektrums des Modulationsim-
pulses gegeben ist.

Ne [K] .
Av[K] | Nichtlinearitat % efk] v[k]
vIK] ‘i@—> (S-Kurve) F@ > % -

.

Abb. 4-28: Regelungstechnisches Ersatzschaltbild des Frequenzregelkreises nach Abb. 4-27

Fiir Wurzel-Cosinus-Impulse sind also die S-Kurven, wie sie beispielhaft in Abb. 4-26 fiir
ausgewdhlte Roll-off-Faktoren « dargestellt sind, zu differenzieren. Die Ergebnisse sind in
Abb. 4-29 dargestellt. Die S-Kurve néhert sich fiir kleine Werte « immer mehr einer Recht-
eckform an. Fiir kleine Frequenzablagen Av << 1/T kann die S-Kurve gut durch eine Gerade
angendhert werden, deren Steigung Kp aber vom Roll-off-Faktor « abhiangt. Auf die aufwin-
dige Herleitung des genauen Zusammenhangs mit « wird hier verzichtet. Stattdessen geben
wir das einfache Ergebnis an:

dS(A 2
KD:%‘/) T (4-55)
Voo da
0.6
0.4
0.2
T
g 0
(9p)
o N ///
-04 \\ //
-0.6
-1 -0.5 0 0.5 1

AvIT >

Abb. 4-29: S-Kurven fir Daten- und Takt-unabhdngige Frequenzschatzung fir Wurzel-
Cosinus-Impulse (statistisch unabhangige Datensymbole)

An dieser Stelle sei betont, dass die Form der S-Kurve im Allgemeinen von den statistischen
Eigenschaften der gesendeten Daten abhéngig ist. Die gezeigten Graphen gelten unter der
Annahme statistisch unabhingiger Datensymbole.

Es interessiert nun die Frage, wie man die Qualitit dieses Schitzers beurteilen muss. In Kap.
3, Abschnitt 3.3.3 wurde bereits gezeigt, dass man fiir jedes rekursive System ein dquivalentes
nicht-rekursives System mit gleicher Schitzvarianz angeben kann, wobei sich die Beobach-
tungsdauer L des dquivalenten nicht-rekursiven Systems gemaf3
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1 2
——— | =—2 1 fiir F(2)=1 4-56
L, BT [ <.y (2) j (4-56)
errechnet.
100 T T
- IQPSK, 2=0.5|
T B N
e I L BT = 0,04
— T LTI )y —
£ 102 0.01
5 e
E e .. CRB
”; 10 3 ~~‘~~ _~‘~ ﬂ ........
R o /~ e Lo R R —
4 W~'~.~ ~~-~~~~ .............
10 ~'~.‘.‘ == 50 ‘-‘~~‘~ s LN
100 o
107 "~
-5 0 5 10 15 20 25 30

Abb. 4-30: Schatzfehler in Abh. vom Es/N, bei Daten- und Takt-unabhangiger Frequenzschat-
zung sowie die zugehdrigen Cramer-Rao-Schranken fir verschiedene Rauschband-
breiten.

In Abb. 4-30 ist der Schétzfehler iiber Es/Ny fiir verschiedene dquivalente Rauschbandbreiten
aufgetragen. Als MaB fiir den Schétzfehler betrachten wir die Wurzel aus der mittleren quad-
ratischen Differenz zwischen dem Schétzwert v und dem exakten Wert v (RMS-Fehler). Die
Cramer-Rao-Schranken fiir die dquivalenten nicht-rekursiven Systeme sind ebenfalls angege-
ben. Offensichtlich werden die Schranken nicht anndhernd erreicht. Es wird deutlich, dass
auch bei grolem Eg/Ny die Standardabweichung des Fehlers nicht unter eine gewisse Grenze
kommt. Dies ist auf den Einfluss der (unbekannten) Datensymbole zuriickzufiihren, der sich
in Form einer irreduziblen Fehlervarianz bemerkbar macht. Diese Fehlervarianz kann nur
durch Verringerung der dquivalenten Rauschbandbreite reduziert werden. Es ldsst sich zeigen,
dass eine Halbierung von BT die Varianz des Daten-abhidngigen Anteils der Stérung eben-
falls halbiert, d. h. die Standardabweichung wird um den Faktor ~2 reduziert. Dies wird
durch die Ergebnisse aus Abb. 4-30 fiir groBe Es/Ny bestdtigt. Die Cramer-Rao-Schranke fiir
die Varianz des Frequenzschitzfehlers ist dagegen proportional zu (BLT) .
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5 Phasenschétzung

Der zu schédtzende Parameter ist 4 = 6. Die Frequenz v und der Abtastzeitpunkt 7 werden zu-
néchst als bekannt angenommen, d. h. v=v und 7=r7. Spédter wird der Einfluss eines
Schétzfehlers in der Frequenz analysiert. Die Phase wird a's unbekannt mit einer Gleichver-
teilung zwischen O und 27z angenommen.

Wie bel Frequenzschétzung wird bzgl. der Symbolfolge unterschieden:

1. Daten-gestitzte Schdtzung (data aided estimation)

2. Entscheidungs-gestiitzte Schéatzung (decision directed estimation)

3. Daten-unabhéngige Schatzung (Non data aided estimation)
Aulerdem unterscheidet man Takt-gestitzte und Takt-unabhangige Schétzung.
Im Folgenden beschranken wir uns auf Signale mit folgenden Eigenschaften:

1. Der Modulationsgrundimpuls erfiillt die Nyquist-Bedingung

E, furk=0
t)g (t—KT)dt=+ ° : 51
oW (-kma={% T D

g —3

2. DieModulation ist linear. Das Empfangssignal hat die Form
r(t)=he>I> ali]g(t—iT —7)+w(t). (5-2)

Darin ist h wieder der Kanal Uibertragungsfaktor.
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51 Daten- und Takt-gestitzte Schatzung

v, 7 und ak] fur k=1,2,...,Lo sind bekannt.

511 Maximum Likelihood-Schatzung

Als Log-Likelihood-Funktion verwenden wir (siehe (3-51) und (3-52)):
logL(6)= Re{_[T r(t)s (t16,u) dt}

= Re{e‘jéia* [K] x[k]} (5-3)
=
mit

x[k]:Tr(t)e‘jz””‘g* (t—KT —7)dt. (5-4)
Esist offensichtlich, dass der Realteil des Ausdrucks in (5-3) genau dann maximal wird, wenn

die Phasenhypothese & gleich dem Phasenwert des Summenausdrucks ist. Aus dieser Uber-
legung folgt fir den Maximum Likelihood Schétzwert die geschl ossene Ldsung

é:arg{ia* [k]x[k]}. (5-5)

k=1

—j2zvt

X[K] a*[k]

e
r(t) @(%@ g (-t) =D01=|><%=> Y == ag() —» 9

kT+71

Abb. 5-1: Maximum Likelihood Phasenschatzung

512 Rauschanalyse
(5-2) in (5-4) eingesetzt ergibt
a’ [k]x[k]=he” > ali]a [k]jg(t —iT-7)g (t—KT —7)dt+a [k]n[k]
=hla[k] e” +a’ [k]-n[K] (5-6)
mit den Rauschwerten
n[k]=[w(t)e ™" (t—kT —7)dt. (5-7)
Nach einem Nyquistfilter sind die Rauschwerte im Symboltakt unkorreliert und fir Energie-

normierte Modul ationsimpulse g(t) ist ihre Varianz gegeben durch No/T wobei Ny die Rausch-
leistungsdichte und T die Symboldauer ist.
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Fur die folgenden Betrachtungen setzen wir voraus, dass die mittlere Symbolenergie inner-
halb des Beobachtungsintervalls 1 betragt, d.h. es gilt

1 2
EkZ_;\a[k]\ =1. (5-8)

Um den Einfluss des Rauschens auf den Schatzwert zu analysieren, setzen wir (5-6) in (5-5)
ein und erhalten

o=erg| 3 [l 4[] nlkle )
gy Sl mitefil=a T e

:9+arg{hLo+in’[k]} (5-9)

Ny

Darin reprasentiert der zweite Term das Phasenrauschen, das wir mit ny bezeichnen wollen.
hLo reprasentiert die Amplitude des Nutzanteils und die Summe Uber Ly Rauschwerte n'[K]
représentiert additives Gauld sches Rauschen mit der Varianz Lo No/T. Ist das Nutz-zu-
Rausch-Leistungsverhéltnis nach der Summation Uber Lo, Werte hinreichend grof3 - d. h.

L,E/N, >1 - gilt die Naherung

ilm{n’[k]} L

= arctan—*=L ZIm{n [k]}. (5-10)
hL0+ZRe{n k]}

Nun ist die Rauschleistung gegeben durch E[(Im{n’[k]})z}z%. Die Empfangsleistung

E</T ist gegeben durch die Sendeleistung EgE[|AK]| /T multipliziert mit h?. Fir ein normier-
tes Symbolalphabet und Leistungs-normierte Modulationsimpulse (d.h. Ey/T=1) gilt
EJ/T = h?. Daraus folgt fiir die Varianz des Schétzfehlers

el (0-0 |-E[n)-—

(5-11)
S LOT

Schliefdich folgt

E[(& 9)} e Els/N . (5-12)

Dies ist exakt die Cramer-Rao-Schranke fir die Phasenschéatzung, die asymptotisch fur grof3e
Es/Np erreicht wird. Damit ist bewiesen, dass der ML-Schétzer asymptotisch optimal ist.
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5.1.3 Degradation auf Grund von Frequenzschatzfehlern

Bisher wurde eine perfekte Frequenzschdtzung angenommen, was in der Realitét aber nie
gegeben ist. Wir wollen nun den Einfluss einer ungenauen Frequenzkorrektur analysieren.
Wir bezeichnen den Frequenzschétzfehler mit Av =v—v und nehmen an, dass er sehr viel
kleiner ist als die Symbolrate, d. h. Av «<1/T . Dies ist sicher eine realistische Annahme, da
vor der Phasenschatzung immer eine Frequenzschétzung erfolgt.

(5-2) in (5-4) eingesetzt ergibt
a’ [k]x[k] = he'*=" T3 ai]a’ [KI[g(t—iT-7)g" (t-KT —7)dt+a [k]n[K]
=he!”"™ e’ +a’ [k]n[K] (5-13)

Darin ist & nun der Phasenwinkel fir k=0, d.h. fir das Symbol unmittelbar vor Beginn des
Beobachtungsintervalls. Fur den Schatzwert resultiert

6= arg{eiei(heimm + n’[k])}

k=1

, Lo
=0+ arg{he““)*l)””T Loo (AVT )+ Zn’[k]} : (5-14)
k=1
Darinist p(x) eine Funktion, die gegeben ist durch
sin(L,rx
p(x)= M (5-15)

" Lysin(zx)’

Dieser Korrekturfaktor resultiert aus der Anwendung der Summenformel fir eine end-
liche Potenzreihe auf die Summe iiber €™ fir k= 1...Lo:

b L _
Zej 27AVKT — Zuk mlt u= eJZ/rAvT
k=1 k=1

bk

_ylzu
1-u

=uu|‘0/2 u_I‘O/z_ul‘O/2
uv?  u Y2 —u¥?

_ u(|_0+1)/2 u7L0/2 _ uL0/2

u™¥? —y¥?
_ ej(L0+1)7rAvT g 12Ty /2 _ oJ2mvTLy/2 2j
- 2] g VT _ glmvT
| ——
—sin(LymvT) 1

—sin(mAVT)
_ i(Ly+1) T SIn(LOﬂ'AVT)
sin(zmAVT)

p(AVT) ist reell und betragsméllig hochstens 1. Zieht man in (5-14) noch den Faktor
e/(o™™T heraus lasst sich der Schitzwert in der Form
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é:9+(L0+1);zAvT+arg{hLop(AvT)+in”[k]} (5-16)

k=1

Ny

darstellen. Fur Av=0ist p(.) = 1 und (5-16) geht in (5-9) Uber. Der mittlere Term stellt aso
den Einfluss des Frequenzversatzes dar. Er kann interpretiert werden als Phasenwert in der
Mitte des Beobachtungsintervalls (bei t = T(Lo+1)/2), verursacht durch den Frequenzversatz.

6 stellt also einen erwartungstreuen Phasenschéatzwert fur die Mitte des Beobachtungsinter-
vallsdar.

Das Phasenrauschen ny ist offensichtlich wieder mittelwertfrei. Die Rauschwerte n”[k] unter-

scheiden sich von n[k] nur durch den Rotationsfaktor e '™ Sie haben also dieselbe
Varianz. Zur Abschatzung der Varianz des Phasenrauschens kann analog zu (5-10) die arctan-
Funktion wieder durch ihr Argument ersetzt werden. Es resultiert

1
T 2L, (AVT) N,

Ein Vergleich von (5-12) mit (5-17) offenbart, dass ein Frequenzversatz die Schétzfehlervari-
anz um den Faktor 1/p%(AVT) vergroRert.

E[(emAvT(Loﬂ)—é)z} (5-17)

Wir wollen nun noch der Frage nachgehen, welche Frequenzablage noch tolerierbar ist, ohne
dass es zu systematischen Fehlern bei der Symboldetektion kommt. Bei Daten-gestiitzter Pha-
senschétzung wird die geschétzte Phase zur Detektion von N Symbolen herangezogen, die
direkt im Anschluss an die Trainingssequenz Ubertragen werden. Auch beim letzten Symbol,
bei dem die Frequenzablage die groltmogliche Phasenablage verursacht, soll noch eine kor-
rekte Symbolentscheidung auf Basis der Phasenschéatzung moglich sein. Wie oben schon fest-
gestellt, ist die geschétzte Phase fir die Mitte des Beobachtungsintervalls ablagefrei. Zwi-
schen der Mitte und dem letzten von N Datensymbolen befinden sich noch etwa Lo/2 + N
Symbolintervalle, so dass die Phasenablage (Lo/2 + N)27AvT betrégt. Bei M-PSK darf die
theoretisch maximale Ablage aber 77M nicht Uberschreiten, was der halben Winkeldifferenz
zwischen benachbarten Symbolen entspricht. Wirde diese Grenze Uberschritten, kdme es zu
Fehlentscheidungen auch wenn kein Rauschen vorhanden wére. Daraus resultiert als Anforde-
rung an die Genauigkeit der Frequenzsynchronisation

fiir M-PSK : AT e— T (5-18)
M (L, +2N)

Zusammenfassend hat der M L-Phasenschétzer mit Frequenzablage folgende Merkmale:

e Erist erwartungstreu fur die Mitte des Beobachtungsintervalls,

e die Varianz des Schétzfehlers liegt um den Faktor 1/p*(AvT) oberhalb der Cramer-
Rao-Schranke,

e Die zuldssige Frequenzablage ist durch die Lange Lo des Beobachtungsintervalls und
die Anzahl N der darauf folgenden Datensymbole begrenzt.
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52 Entscheidungsgestiitzte Phasenschatzung

vund 7sind bekannt. Die Datensymbole a[k] sind zwar nicht bekannt, werden aber geschétzt.

Entscheidungsgestiitzte Phasenschétzung erfordert entweder eine riickgekoppelte Struktur
oder ein iteratives Verfahren, da vor der Datenschdtzung eine Phasenkorrektur mit dem je-
weils aktuellen Phasenschétzwert erfolgen muss.

Bei riuckgekoppelten Strukturen werden ausschliefdlich Werte aus der Vergangenheit des Sig-
nals fur die Verbesserung gegenwaértiger und zukinftiger Schétzwerte eingesetzt. Die Schét-
zung wird mit fortschreitender Zeit immer besser. Im Gegensatz dazu wird bei rein iterativen
Verfahren ein Signalausschnitt betrachtet, aus dem zunéchst flr eine erste Phasenhypothese
die Datensymbole geschétzt werden. Mit Hilfe dieser geschatzten Symbole wird aus demsel-
ben Signalabschnitt eine verbesserte Phasenschétzung gewonnen, die dann wiederum zu einer
verbesserten Datenschdtzung dient. Mit fortschreitenden Iterationsschritten wird die Schét-
zung dann immer besser.

Entscheidungsgestiitzte Verfahren haben das grundsétzliche Problem, dass die Ph:i\senschét-
zung bei rotationssymmetrischem Symbolalphabet immer mehrdeutig ist. Wenn ¢ eine ge-
schétzte Phase ist, dann sind bei M-PSK auch alle Werte 6 + 2m#/M fir m=0,1,...,M-1 gul-
tige Schatzwerte. Das Symbolalphabet von M-QAM st ebenfalls rotationssymmetrisch. Bel
Drehung um ganzzahlige Vielfache von 90° wird die Symbolkonstellation auf sich selbst ab-
gebildet. Diese Mehrdeutigkeit kann nur durch zusétzliche Nebeninformationen beseitigt
werden. Eine Moglichkeit ist die zusétzliche Verwendung von Daten-gestitzter Schatzung in
Verbindung mit senderseitig eingestreuten Trainingssymbolen. Dabei kommt der Daten-
gestutzten Schétzung die Aufgabe der Anfangssynchronisation und der Entschel dungsgestiitz-
ten Schatzung die Aufgabe des Nachfihrens zu.

Nun kénnte man zu dem Schluss kommen, dass man dann eigentlich auf die Entscheidungs-
gestutzte Schdtzung ganz verzichten kann. Dieser Schlussist sicher zuldssig, wenn die Kanal-
eigenschaften sich nicht mit der Zeit andern. Bel zeitvarianten Kandlen, wie z.B. Funkkan&
len, bei denen man von relativ schnellen Anderungen der Phase ausgehen muss, mussten fir
eine rein Daten-gestiitzte Schatzung sehr haufig Trainingssequenzen in die Daten eingefugt
werden, was die Ubertragungseffizienz verringert. Bei Verwendung eines Entscheidungs-
gestuitzten Regelkreises konnen die Intervalle zwischen den Trainingsdaten wesentlich langer
ausgel egt und so die Ubertragungseffizienz gesteigert werden.

Im Kapitel 2 haben wir bereits eine riickgekoppelte Anordnung zur Schéatzung der Phase aus-
fuhrlich behandelt: Die Phasenregelschleife (PLL). Die dort betrachtete Signalverarbeitung
war aber ausschliefdich analog. Wir wollen nun einen Phasenregelkreis mit ausschliefdich
digitaler Signalverarbeitung entwerfen, der auf der Maximierung der Likelihoodfunktion ba-
siert. Das regel ungstechnische Ersatzschaltbild ist in Abb. 5-2 dargestellt. Es wurde bereitsin
seiner allgemeinen Form im Kapitel 3 eingefihrt.

ndK ) A
o ﬁAe[k] elk] Schleifen- o[K]

A+\+/ —* SA9) filter | | zTyl T
61K

Abb. 5-2: Regelungstechnisches Ersatzschaltbild einesrekursiven Phasenschéatzers
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Wir wollen uns nun der Aufgabe widmen, das Fehlersignal €/k] aus Abtastwerten des gefilter-
ten Empfangssignals zu gewinnen. Costas hat eine Ldsung dieser Aufgabe vorgeschlagen, die
sich heute grof3er Beliebtheit erfreut. Ihm zu Ehren wird der ganze Regelkreis nach ihm be-
nannt.

52.1 Der Costas-Regelkreis

Dem Costas-Regelkreis liegt der ML-Ansatz aus Kap. 3, Abschnitt 3.3.3 zu Grunde, namlich

das Fehlersignal aus der nach 6 abgeleiteten Log-Likelihoodfunktion zu gewinnen. Dabei
genugt es, von der Log-Likelihoodfunktion nur einen Wert aus der Vergangenheit zu verwen-
den. Mit Lo = 1 folgt aus (5-3)

e[k] =%Iog L(6)=1m{a [K]x[k]e "} (5-19)

Die Erzeugung des Phasenschétzwertes erfolgt dann Uber die rekursive Vorschrift
6[k+1]=6[K]+ re[K], (5-20)

die durch den letzten Block in Abb. 5-2 reprasentiert wird. Die Struktur des Costas-
Phasenregelkreises zeigt Abb. 5-3.

—j2zvt

© X[K]
% « | Daten- A
"0 9 schatzung a[K
Fehler-
Generator
. ¥ ek
“Un 1€1K
Look-Up g7 | 7 |« Filter
Table 721

Abb.5-3: Costas-Regelkreis zur Phasensynchronisation

Das Schleifenfilter ist nicht unbedingt erforderlich. Es erlaubt jedoch eine weitere Optimie-
rung des dynamischen und des stationdren Verhatens. Von der PLL wissen wir, dass man
eine Phasenrampe vollstandig ausregeln kann, wenn das (analoge) Schleifenfilter eine Polstel-
le bei s=0 besitzt. Das entsprechende Verhaten kann mit dem Costas-Regelkreis erreicht

werden, indem man F(2) mit einem Pol bei z= 1 versieht. Mit F(z) :il kénnen Restfehler
Z_

nach der Frequenzschétzung und -korrektur vollstandig eliminiert werden. Damit erweist sich
der Costas-Regelkreis auch robust gegentiber Fehlern in der Frequenzsynchronisation.

Die Nichtlinearitédt — oder auch S-Kurve genannt — ist eine komplizierte Funktion von Aé.
Wegen der Mehrdeutigkeit bei rotationssymmetrischen Symbolkonstellationen ist diese in-
nerhalb des Intervalls (-7, 7] periodisch. Bei M-PSK besteht sie aus genau M Perioden. Bei
M-QAM besitzt sie vier Perioden. Die Form der S-Kurve hangt signifikant vom Modul ations-
alphabet und von Eg/Np ab. Die genauen Zusammenhénge sind sehr kompliziert und sollen
hier nicht ndher betrachtet werden. Stattdessen diskutieren wir beispielhaft einige S-Kurven
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wie sie in Abb. 5-4 dargestellt sind. Die Kurven sind Ergebnisse von Simulationen, wobel
jeder Punkt der S-Kurve einen Mittelwert von e[K] Gber 100.000 Datensymbol e darstellt.

Betrachten wir zundchst M-PSK. Unter Beriicksichtigung der Rotationssymmetrie der Sym-
bolkonstellation und unter der Annahme hinreichend geringen Rauschens lasst die S-Kurve
noch analytisch angeben:

S(A8) =sin(A@mod2z/M ) fir M-PSK mit Amplitude 1. (5-21)

Darin ist der Funktionsbereich der Modulo-Funktion durch das Interval (—#/M, 7iM] defi-
niert. Gleichheit ist erflllt unter der Annahme, dass kein Rauschen vorliegt. Die Funktion
(5-21) ist periodisch mit der Periodenlange 227M. Sie hat sagezahnahnlichen Charakter, wie
das auch im linken Bild von Abb. 5-4 fir Es/Np = 30 dB zum Ausdruck kommt. Mit zuneh-
mender Rauschvarianz verschleifen die steilen Flanken und die Knickstellen werden abgerun-
det. Die Regelabweichung darf in jedem Fall eine Periode, d.h. £45° nicht Gberschreiten. Die
Steigung Kp der S-Kurve bel A@=0 ist bel Vernachlassigung des Rauschens exakt 1, was
durch E[[a[K][¥] = 1 bedingt ist. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass dies in guter Nahe-
rung auch fur Es/No grof3er als ca. 5 dB gilt.

0.22 EMe- 0P
QPSK AA 16-QAM
: 0.1z 10dB Es/No=4?dB
g oL Ayl 3200ddBB """"" [ e
% oA \\/ ....... 10dB \

-0.27 |

027 012 O 017z 02 -02n -01x O 01z 0.2«
AO — AO —

Abb. 5-4:  SKurven fir Daten-unabhéngige Phasenschatzung mit QPSK und 16-QAM
(dargestellt ist jeweilsnur eine Periode der Funktion)

Bel 16-QAM und grof3em Es/Np sind neben dem Nulldurchgang bei A@=0 innerhalb einer
Periode noch mindestens zwei weitere Nulldurchgénge mit positiver Steigung zu beobachten,
auf die der Regelkreis einrasten kann. Eine genauere Untersuchung offenbart, dass diese Ei-
genschaft fir Es/Np von mehr als ca. 14 dB vorliegt. Diese Punkte sind Nebenmaxima der
Likelihoodfunktion. Ein Einrasten auf diese Nebenmaxima wahrend der Einschwingphase
kann prinzipiell nicht verhindert werden. Wird Daten-gestitzte Phasenschdtzung zur An-
fangssynchronisation eingesetzt, tritt dieses Problem jedoch nicht auf. Einmal auf das Haupt-
maximum synchronisiert, lasst sich in der Nachfhrphase ein Springen auf die Nebenmaxima
relativ leicht verhindern, indem die Rauschbandbreite durch die Wahl eines gentigend kleinen
Wertes fur y hinreichend klein gemacht wird. Dann ist ein Uberschreiten der zul&ssigen Re-
gelablage nur bei kleinem Es/No wahrscheinlich, wo die S-Kurve nur noch einen Nulldurch-
gang mit positiver Steigung hat (s. Abb. 5-4 fir Es/Ny = 10 dB), so dass das Problem insge-
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samt nicht mehr oder nur noch mit auRerst geringer Wahrscheinlichkeit auftritt. For
Es/No > ca1l4 dB ist die maximal zuléssige Regelabweichung auf etwa 0.1z entsprechend
+18° beschrénkt. Die Steigung Kp der S-Kurve bei A@= 0 betragt auch hier exakt 1 bei Ver-
nachlassigung des Rauschens und normiertem Symbolalphabet (E[[a[K][F] = 1). Dies gilt in
guter Naherung auch fur Es/No > 14 dB.

Abschlief3end wollen wir noch den Phasenschétzfehler des Costas-Regelkreises mit der Cra-
mer-Rao-Schranke (5-12) vergleichen. Als Mal3 fir den Schétzfehler betrachten vAvir wieder
die Wurzel aus der mittleren quadratischen Differenz zwischen dem Schétzwert 6 und dem
exakten Wert € (RMS-Fehler). Zwischen der normierten Rauschbandbreite B, T, dem Regel-
faktor ¥ und dem Parameter Lo zur Berechnung der Cramer-Rao-Schranke bedienen wir uns
des Ergebnisses aus Kap. 3, Abschnitt 3.3.3:

1 2
= = -1 fur F(2)=1]|. 5-22
L BT { < (2) j (5-22)
Abb. 5-5 zeigt beispielhaft Ergebnisse von Simulationen fir QPSK und 16-QAM bei einer
Rauschbandbreite von B T = 0.01 und die zugehorigen Cramer-Rao-Schranken nach (5-12).

Bel QPSK liegt der Fehler oberhalb von Es/No=8dB praktisch auf der Cramer-Rao-
Schranke. Der Schétzfehler ist selbst bei 0 dB noch kleiner als 10°. Die Wahrscheinlichkeit
far Synchronisationsverlust kann nun abgeschétzt werden, indem man den RMS-Fehler als
Standardabweichung o einer Gaul3-verteilten Zufallsvariablen auffasst und fir diese die
Wahrscheinlichkeit ermittelt, dass die zulassige Regelabweichung von +£45° Uberschritten
wird. Diese ist natirlich in erheblichem Mal3 abhangig vom Es/No. Nehmen wir beispielswei-
se ein sehr niedriges Es/Np von 3 dB an, bei dem die Bitfehlerrate fir QPSK bereits tiber 2%
betrégt. Synchronisationsverlust tritt dann fur das gewéhlte y mit einer auflerst geringen
Wahrscheinlichkeit von nur Py =~ 2:10% auf. Man kénnte y also durchaus noch vergroRern,
um Phasenénderungen schneller folgen zu kdnnen.

107 10°
\\ QPSK::::::::::: \G\\ 16-QAM T
\s\\\s\ \s\\\\ \
T /f\Q\ /7\ :\ %
5] CRB\ CRB ™.
3 1 ° 1 ° \\ \b\
) \
= \\,
o2 N
~
0.1° 0.1°
0 10 20 30 0 10 20 30
Es/No [dB] — Es/No [dB] —

Abb. 5-5: Schatzfehler des Costas-Regelkreisesin Abh. vom E¢/Ng bei einer Rauschbandbreite
von B, T = 0.01 (= 0.02, L, = 100)
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Bel 16-QAM ist der Schétzfehler bei 0 dB zwar ebenfalls kleiner als 10°, hat aber einen gro-
[Reren Abstand zur Cramer-Rao-Schranke (Abb. 5-5, rechtes Bild). Aus Abb. 5-4 ist zu erken-
nen, dass die S-Kurven fir Es/Np = 10 dB Uber den gesamten dargestellten Bereich von +£45°
ein korrektes Vorzeichen liefert. Dies gilt auch fur Es/Np <10 dB. Fir niedrige Signal-zu-
Rauschleistungsverhdltnisse kann somit der gesamte Bereich zur Regelung verwendet wer-
den, so dass auch hier als maximale Regelabweichung +45° angenommen werden kann. Da-
mit liegt die Wahrscheinlichkeit fur ein Uberspringen dieser Grenze in der gleichen GroRen-
ordnung wie bei PSK. Berticksichtigt man noch, dass 16-QAM mindestens 10 dB braucht, um
bei der Demodulation eine Fehlerrate von unter 2% zu erreichen, kdnnte der Parameter yauch
fur 16-QAM noch grofder gewahlt werden, ohne ein relevantes Risiko des Synchronisations-
verlustes in Kauf nehmen zu missen.

Was hier fir 16-QAM diskutiert wurde, gilt in verstéarktem Mal3 fiir noch hoherwertigere Mo-
dulationskonstellationen. Die maximal zuldssige Regelabweichung wird dann u.U. weiter
eingeschrankt, aber die untere Grenze fur Es/No, bei dem die Synchronisation noch betriebs-
fahig sein muss, steigt bel gleichbleibender Forderung an die Bitfehlerrate ebenfalls an.

Zusammenfassung der Eigenschaften des Costas-PLL:
e Er erreicht asymptotisch die Cramer-Rao-Schranke fir hohes SNR,

e Diedynamischen und stationéren Eigenschaften kdnnen durch die Wahl des Schleifen-
filters festgelegt werden. Frequenzablagen (= Phasenrampen) konnen mit einem Filter

mit der Z-Transformierten F (z) = il vollstandig ausgeregelt werden.
Z_

e Zusdtzlich erforderlich ist Daten-gestiitzte Schéatzung in Verbindung mit senderseitig
eingestreuten Trainingsdaten zur Auflésung der Phasenmehrdeutigkeit — mindestensin
der Phase der Anfangssynchronisation.
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53 Daten-unabhangige aber Takt-gestiitzte Schatzung

vund zsind bekannt, a[K] fir k = 1,2,...,Lo sind unbekannt.

Hier werden nur Vorwarts-Strukturen (ohne Rickkopplungen) betrachtet. V orwartsstrukturen
haben stets eine kirzere Einschwingzeit a's Strukturen mit Riickkopplungen.

1. M-PSK:

Ein Weg zur Eliminierung der Datenabhéngigkeit besteht darin, die Werte a [k]x[k] aus der
Daten-gestiitzten Schatzung in (5-5) zur M-ten Potenz zu erheben. Bei M-PSK ist jaa"[k] = 1.
Dann wird alerdings auch der Phasenwinkel 6, der in den Werten x[k] enthalten ist, mit dem
Faktor M multipliziert. Der Ansatz lautet also

= —arg{i XM [k]} (5-23)

Es lasst sich zeigen, dass dieser zunéchst heuristische Ansatz sich tatséchlich aus dem Maxi-
mum-Likelihood-Ansatz fur Daten-unabhéngige Schétzung fur grof3e SNR ergibt. Entspre-
chend erreicht der Ansatz fir groRe SNR asymptotisch die Cramer-Rao-Schranke. Auf die
langliche Herleitung wird hier verzichtet.

Ein grof3er Nachteil dieses Ansatzes ist wie beim Costas-Regelkreis die M-fache Mehrdeutig-
keit des Ergebnisses, die nur durch zusétzliche Trainingssymbole aufgel 6st werden kann.

2. M-QAM

QAM-Signale weisen eine Rotationssymmetrie um Vielfache von 772 auf. Man kann daher
(5-23) fur die Potenz M = 4 anwenden. Jedoch wird die Abhéngigkeit des Phasenwinkels von
den Symbolen fir einige Symbolkonstellationen nicht vollstéandig eliminiert, was sich in einer
irreduziblen Fehlervarianz auf3ert. Abb. 5-6 veranschaulicht das Szenario fur 16-QAM. Nach
der Potenzierung hoch 4 bleiben 4 Signalpunkte Ubrig, von denen jeder bel einer iid-Quelle
mit der Wahrscheinlichkeit ¥ vorkommt. Zwei Signalpunkte liegen auf dem negativen Tell
der reellen Achse und geben den Winkel 46 +x wieder. Die beiden anderen Signal punkte sind
um etwa +107° gedreht und tragen nichts zur Phasenschétzung bei. Da beide Signalpunkte
symmetrisch zu der Achse 46+ liegen, hebt sich ihr Einfluss auf die Winkelschdtzung im
Mittel auf, sofern Lo hinreichend grol3 ist. Sie tragen jedoch zu einer Erhéhung der Varianz
des Schétzfehlers bel.

( 3\
4 A
. ° ° o/ /
| - - . |
° ° oo/ ®
L J

Abb. 5-6: Abbildung einer 16-QAM -K onstellation auf deren 4-te Potenz im 1 Q-Diagramm
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54 Takt- und Daten-unabhangige Schatzung

Nunist nur v bekannt, 7 und a[k] fur k =1,2,...,Lo sind unbekannt.

Der ML-Ansatz mit diversen Vernachlassigungen fihrt fur grofe SNR fir M-PSK zum Er-
gebnis

ézﬁarg{f X" (t)dt} (5-24)

Die Beziehung hat eine gewisse Ahnlichkeit mit (5-23), jedoch ist hier der Einfluss der Inter-
symbol-Interferenz groRer. Da der genaue Abtastzeitpunkt unbekannt ist, ist die Nyquist-
Bedingung i.A. nicht mehr erflllt.

Um zeitdiskrete Signalverarbeitung anwenden zu kénnen, missen wir das Signal x(t) abtas-
ten. Zur Wahl der Abtastrate missen wir die Bandbreite des L eistungsdichtespektrums (LDS)
des Signals xM(t) betrachten. Das LDS von x(t) ist gegeben durch das Energiespektrum
|G( f ) des Modulationsimpul ses g(t).

l+o
T
1+ o
T

G(f)|=0 fur |f]2
=|X(f)|=0 fur |f|2

M (1+ )

= |X(f)=X(f)*+.x«X(f)=0 fur [f|> o7

M Faltungen

Daraus folgt: Die Abtastrate sollte mindestens

1, M (1+ )

5-25
T, T (5-29)

betragen, um das Shannon’ sche Abtasttheorem zu erfillen. Dann kann die Integration durch
eine Summation ersetzt werden:

jToxM (t)dt = 2%” (k] (5-26)

%/_/
Fehlersignal e[k—NLg]

Darin ist N = T/Ta der Uberabtastfaktor. Erfahrungsgemaf reicht die Wahl N = T/Ta = M auch
fur o> 0 aus.
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6 Taktsynchronisation

Die Taktsynchronisation beinhaltet die Ermittlung der Symboldauer T und die Schatzung des
relativen Abtastzeitpunktes 7, der oft auch einfach Abtastphase genannt wird. Der Synchroni-
sationsvorgang wird in zwel Phasen unterteilt:

1. Schétzung der Abtastzeitpunkte kT+7[K]
2. Erzeugen der Abtastwerte zu den vorgegebenen Abtastzeitpunkten.

Man unterscheidet synchrone und asynchrone Abtastung. Der Begriff ,, synchron* bezieht sich
hier auf den Abtasttakt. Unter synchroner Abtastung verstehen wir eine Abtastung im Sym-
boltakt. Bei asynchroner Abtastung ist der Abtasttakt im Allgemeinen unabhéngig vom Sym-
boltakt. Man unterscheidet drei Strukturen gemal3 Abb. 6-1 bis Abb. 6-3.

r(t) Analoge :r_A[)_té_s_t[fr{g"i Digitale
—| Signal- —— | Signal- |—»
verarbeitung und ADC verarbeitung

Abb. 6-1: Synchrone Abtastung mit analoger Abtastwerterzeugung

) “Abtasiing | [ Digitale
=>VArr;.?loge =———p| Signal- ——»
orfilterung , und ADC verarbeitung

Abb. 6-2: Synchrone Abtastung mit hybrider Abtastwerterzeugung

a)  Abtastung! Digital
r(t) Analoge | as’ung: Interpolations-_, Sliglnzf .
Vorfilterungl & 14 ADC ! filter verarbeitung

b, bt +7[K]
freilaufender Ermittlung der

Taktgenerator| |Abtastzeitpunkte

b) P L -7 | . .
' Abtastung: Digital
r® Analoge Abas ung: Sligln?af Interpolations-
Vorfilterungl | yng ADC | |verarbeitung filter
br. kT +7[K]
freilaufender Ermittlung der
Taktgenerator Abtastzeitpunkte

Abb. 6-3:  Asynchrone Abtastung mit digitaler Abtastwerterzeugung
a) Ruckgekoppelte Schatzung, b) Vorwartsschatzung
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Zur Takterzeugung aus analogen Steuersignalen (Abb. 6-1) wird ein VCO (Voltage Control-
led Oscillator) eingesetzt, der tblicher Weise eine Sinusschwingung erzeugt. Deren Frequenz
entspricht der Symbolrate und die Nulldurchgénge mit positiver Steigung entsprechen den
geschétzten Abtastzeitpunkten.

Zur Takterzeugung aus digitalen Steuersignalen (Abb. 6-2) wird ein NCO (Number Control-
led Oscillator) eingesetzt, der genau wie der VCO eine Sinusschwingung erzeugt, jedoch statt
von einer Spannung von digital reprasentierbaren Zahlenwerten gesteuert wird.

In der voll-digitalen Realisierung (Abb. 6-3) erfolgt die Abtastung asynchron und die explizi-
te Erzeugung eines Taktsignals im Symboltakt ist nicht mehr erforderlich. Die Abtastzeit-

punkte KT +7[k] mussen nur in einer fir den Interpolator handhabbaren Form digital darge-

stellt werden. Ublicher Weise erfolgt auch die matched Filterung digital. Das analoge Vorfil-
ter hat dann nur noch die Aufgabe, die Leistung des Storsignals zu begrenzen (Rauschen und
Nachbarkanal stérungen).

In diesem Kapitel fokussieren wir uns auf die Schétzung des optimalen Abtastzeitpunktes.
Der zu schétzende Parameter ist A = 7. Die Frequenz v wird als bekannt angenommen, d. h.
v=v.

Bzgl. der Symbolfolge wird unterschieden:
1. Daten-gestitzte Schatzung (data aided estimation)
2. Entscheidungs-gestiitzte Schéatzung (decision directed estimation)
3. Daten-unabhangige Schéatzung (Non data aided estimation)
Aulerdem unterscheidet man Vorwartsschétzer und rekursive Schétzer.

Bei linearer Modulation hat das Empfangssignal hat die Form

((t)=he'®™ 0 S afi] g (t-iT —2)+w(t). (6-1)

Der Modulationsgrundimpuls muss zun&chst nicht unbedingt die Nyquistbedingung erfillen.
Dort, wo die Nyquistbedingung erforderlich ist, wird es explizit angegeben.

6.1 Maximum-Likelihood-Ansatz flir Daten-gestlitzte Schatzung

v, 6und a[k] fur k=1,2,...,Lo werden as bekannt vorausgesetzt. Die perfekt angenommene
Frequenzkorrektur erfolgt vor der Filterung. Grundlage der Taktschétzung ist das Ausgangs-
signal x(t) nach dem matched Filter. Zur Vereinfachung der Notation erweist sich die Annah-
me einer idealen Verstérkungsregelung (AGC) a's zweckmafdig, so dass der Nutzanteil in x(t)
unabhéngig vom Kanal tibertragungsfaktor hist. Dannist x(t) gegeben durch

1%

=e’> ali]p, (t—iT—7)+WwW(t) (6-2)

j=—o0
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Darinist
Po (A)= [ g(t+At)g (t)dt (6-3)

die Autokorrelationsfunktion des Modulationsgrundimpulses und w' (t) das Rauschsignal nach
der matched Filterung und der Division durch h.

Wir wollen nun die Log-Likelihoodfunktion fir 7 aufstellen und analysieren, von welchen
Parametern sie abhéngt. Sie wurde in Kap. 3 bereits hergeleitet und ist bei perfekter Fre-
quenzkorrektur in guter Naherung gegeben durch

logL (7] { "’Za [K] x kT+T} (6-4)

Das Ungefahrzeichen erinnert daran, dass wir Effekte an den Randern des Beobachtungsin-
tervalls vernachl&ssigt haben. Mit x(t) aus (6-2) erhdlt man

oo

logL (7 Re{za | 3. ali]pg (=) - T+T)}+iRe{za [k]}

i=— k=1

~Re @\a[k]\szgg(f-f)+§paa[|]pgg(-|T-T+f) +%Re{§a*[k]mk]}

Lo
(6-5)

Darinist
Za [k]a[k+1] (6-6)

In (6-5) ergibt sich die zweite Zeile aus der ersten, indem man i =k + | substituiert und die
Reihenfolge der Summation so andert, dass die innere Summe Uber k und die aul3ere tber |
lauft. Ferner ist der Ausdruck fir | = 0 herausgezogen worden. Die innere Summe ist durch
paa[l] abgekirzt worden und kann as (zeitdiskrete) aperiodische Autokorrelationsfunktion
(AKF) der Trainingssequenz interpretiert werden. Gemal3 (6-6) gehen in diese Werte aber
auch Symbole ein, die au3erhalb des Intervalls [1, Lo] liegen. Da es sich hier im Allgemeinen
um Datensymbole handelt, die a priori nicht bekannt sind und a's Zufallsvariablen betrachten
werden miissen, tragen sie zur Storung bel.

Prinzipiell wird die Log-Likelihoodfunktion also sowohl von der AKF des Modulationsgrund-
impulses als auch von der AKF der zeitlich begrenzten Trainingssequenz bestimmt. Man
konnte jetzt Uberlegungen zum Entwurf einer optimalen Trainingssequenz anstellen, deren
AKF ein besonders ausgepragtes Maximum der Log-Likelihoodfunktion liefert. Diese Uber-
legungen wollen wir jedoch nicht weiter vertiefen. Stattdessen wiinschen wir uns von der Da-
ten-AKF die Eigenschaft

1 furl=0

palll=fy " &
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und bezeichnen diese alsideale AKF. Damit wird der zweite Summenausdruck in (6-5) gleich
Null.

Beschrénken wir uns noch auf Symbole mit der konstanten Amplitude 1 (z.B. M-PSK), ergibt
die erste Summe den Wert Lo. Von praktischer Bedeutung sind ausschliefdlich Modulations-
impulse, deren AKFen reell sind. Fir PSK und einem Modulationsimpuls mit einer reellwer-
tigen AKF folgt fur die Log-Likelihoodfunktion schlief3ich

logL (7 |u) = Lyoy, (f—r)+%kzt:Re{a* [K]w (KT +7)}. (6-8)

Hier ist bewusst W[k] durch W(KT +7) ersetzt worden, um die Abhangigkeit des Rauschens
von dem Abtastzeitpunkt 7 sichtbar zu machen.

Fur eine Trainingssequenz mit idealer AKF ist der Erwartungswert der Log-
Likelihoodfunktion also alein durch die AKF des Modulationsgrundimpul ses gegeben. Deren
Maximum liegt immer bei 7 = 7, wie von einer Log-Likelihoodfunktion zu erwarten ist. Fir
Nyquistimpulse klingt die AKF im ersten Symbolintervall monoton ab und wird Null for
|r—7] = T. Damit hat die Log-Likelihoodfunktion ideale Eigenschaften zur Schétzung des
optimalen Abtastzeitpunktes.

Die Summe Uber die Rauschwerte in (6-8) wird als Zufallsvariable aufgefasst, die wir mit Wiot
bezeichnen wollen. Sie ergibt sich aus der Addition von L, reellwertigen Gauld schen Zufalls-
variablen mit gleicher Varianz. Da sich die Varianz bei komplexen Gaufd schen Zufallsvariab-
len zu gleichen Teillen auf Rea- und Imagindrteil aufteilt, ist sie gegeben durch

oy =N,/(2T)/h*. Erfiillt die Impulsantwort des Empfangsfilters die Nyquistbedingung, sind
die einzelnen Summanden unkorreliert und die Varianz der Summe ist gegeben durch

2 2
O-Wtot - I‘OO-W '

Wir fragen nun nach der praktischen Ermittlung des optimalen Wertes 7. Hierzu bietet sich
eine Struktur nach Abb. 6-3b) an. Zunachst muss man beim Abtasten das Abtasttheorem ein-
halten, um alle Zwischenwerte interpolieren zu kénnen.

Eine einfache Moglichkeit, das Maximum der Log-Likelihoodfunktion zu ermitteln, besteht
darin, x(t) mit einer hohen Rate abzutasten, so dass eine gewunschte zeitliche Auflésung er-
reicht wird. Dann ermittelt man den Abtastwert mit der maximalen Amplitude. Soll der
Schétzfehler z.B. 1/100 eines Symbolintervalls der Dauer T nicht Uberschreiten, muss die Ab-
tastrate 50/T betragen. Die hohe Abtastung muss nicht unbedingt analog erfolgen. Man kann
auch mit einer deutlich niedrigeren Rate abtasten und anschlief3end digital interpolieren (z.B.
mittels einer diskreten Fouriertransformation (DFT) der Folge x[K], anschliefRender Einfligung
von entsprechend vielen Nullen an den richtigen Stellen und Ricktransformation mit einer
inversen DFT).

Der Signalverarbeitungsaufwand lasst sich signifikant reduzieren, indem die Abtastung von
x(t) mit einer Rate erfolgt, die nur um einen kleinen aber ganzzahligen Faktor m hoher ist als
die Symbolrate. Aus einem Fenster der Lange LoT werden Lo Abtastwerte im Symbolabstand
herausgenommen und die Log-Likelihoodwerte nach (6-4) fur alle moglichen Fensterpositio-
nen berechnet. AnschliefRend wird das Maximum der Log-Likelihoodwerte ermittelt. Die zu-
gehdrige Fensterposition stellt zwar eine grobe Schétzung der Zeitlage dar, ist i.A. aber noch
nicht die genaue Lage des Maximums der Log-Likelihoodfunktion, da die Abtastzeitpunkte
vollig willkdrlich liegen. Zur genaueren Ermittlung dieses Maximums kann man dhnlich vor-
gehen wie bei der ML-Frequenzschdtzung: Man legt ein Polynom zweiten Grades durch den
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maximalen Log-Likelihoodwert und seiner zwei ndchsten Nachbarwerte. Der Abszissenwert
des Maximums dieses Polynoms ist geschlossen aus diesen drel Abtastwerten berechenbar.
Diese Vorschrift wird im Folgenden an Hand von Abb. 6-4 hergeleitet. Wir bezeichnen die

Log-Likelihoodfunktion abkiirzend mit y(z), wobei z = 7/Ta zu setzen ist und Ta = T/m das
Abtastintervall darstellt.

Die Aufgabe besteht darin, den Parameter z, der Funktion
¥(2)=Yo-¢-(2-2) (6-9)
zu bestimmen. Gegeben sind die 3 Werte y(-1), y(0) und y(1), von denen y(0) das

Maximum darstellt. Daraus lassen sich 3 Gleichungen bilden, aus denen die 3 Unbe-
kannten bestimmt werden kénnen:

(-1 =Yo—c:(1+2)", y(0)=y,—c-Z und y(1) = y,—c-(1-37)".
Zunéchst wird yp eliminiert:
y(0)-y(-D=c(1+3) ~c-7, y(0)-y()=c(1-7) ~c- 7.

Division der ersten Gleichung durch die zweite eliminiert a:

V(0)-y(-1) _(1+2,)'-Z _1+22,
VO -y (1-z)y-Z 1-22

y(1)-y(-2)
2y(0)-y(1)-y(-2)

. Daraus folgt

(6-10)

_1
©72

¥(2)

Abb. 6-4: Interpolation durch ein Polynom 2. Grades

Nachdem y(0) das Maximum von den drei Abtastwerten y(—1), y(0) und y(+1) ist,
muss 7z, zwischen —0.5 und +0.5 liegen.

Na&here Analysen lassen erkennen, dassi.A. eine Abtastung mit der Rate 2/T genugt, um eine
ausreichende Schatzgenauigkeit zu erzielen. Fur eine sehr hohe Genauigkeit reicht eine Rate
von 4/T aber auf jeden Fall aus.

Die Forderung nach einem ganzzahligen Verhdltnis von Abtastrate zur Symbolrate wider-
spricht der eigentlichen Intension hinter der asynchronen Abtastung, bei der moglichst ein
frellaufender Oszillator verwendet werden soll. In der Tat kann man eine gewisse Toleranz er
fUr den Abtasttakt zulassen, so dass gilt
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|T —mTA|

T <ég. (6-11)

Ein derartiger systematischer Fehler im Abtasttakt bewirkt, dass der optimale Abtastzeitpunkt
7 mit fortschreitender Zeit linear ansteigt oder abfallt. Will man den Schatzwert, der einmal
aus der Trainingssequenz der Lange Lo ermittelt wurde, zur Detektion einer Anzahl von N
anschliefenden Datensymbolen verwenden, betragt der systematische Fehler zwischen dem
ersten und dem letzten Symbol (Lo+N)e&r. Dieser sollte kleiner sein als die geforderte Schétz-
genauigkeit fur 7. Aus dieser Bedi ngung resultiert unmittelbar eine Anforderung an die Tole-
ranz des Oszillators fur den Abtasttakt.

Um die Leistungsfahigkeit dieses Algorithmus zu bewerten, vergleichen wir den mittleren
quadratischen Fehler wieder mit der modifizierten Cramer-Rao-Schranke. Diese ist gegeben
durch

T 1 1
MCRB| — |= 6-12
(T) 87°T? é:Lo(Es/No) ( )
= ,
[ PG ()| of
mit == (6-13)
[lo(f)f o
Fir RRC-Impulseist £ eine Funktion von «r gemal3 der Beziehung
1 (1 2
=— ——— . 6-14
d 2 (4 nzj (614

Einen Eindruck vom Verhalten des Schétzfehlers vermittelt die oberste Kurve fir D = 0 in
Abb. 6-5. Auffélig ist das Ausflachen fur grof3e Es/No. Die Ursache liegt in der Vernachléssi-
gung der Effekte an den Randern des Schétzintervalls durch die Annahme einer idealen AKF
der Trainingssequenz. Der zweite Summenausdruck in (6-5) liefert einen irreduziblen Stér-
term, denn die Korrelationsfunktion der Trainingssequenz gemald (6-6) ist fur | # 0 in der Re-
gel nicht Null, da sie von den angrenzenden Datensymbolen abhéngt. Der Effekt I&sst sich
abmildern, indem man entweder die Trainingssequenz deutlich verlangert oder vor und nach
der Trainingssequenz noch eine Anzahl von D bekannten Symbolen anfligt, die zwar nicht
direkt in die Schatzung eingehen, aber zusammen mit der Trainingssequenz die gewiinschte
Eigenschaft pao[l] = O fir | < D erzeugen. In Abb. 6-5 sind die Ergebnissefir D=1und D =2
eingezeichnet. Offenbar flhren bereits wenige Symbole zu einer signifikanten Reduktion der
Storung. Allerdings bedeuten diese Symbole eine zusétzliche Redundanz, die in das Signal
eingefugt wird, die nicht zur Datentibertragung genutzt werden kann.
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Abb. 6-5: Standardabweichung des Zeitschatzfehlersin Abhangigkeit von Es/N, fiir Datenge-
stiitzte ML-Schéatzung. D gibt die Anzahl zusatzlicher Symbole an, um diedie Trai-
ningssequenz an beiden Enden verléngert wird.

6.2 Entscheidungsgestlitzte Schatzung

Nur vund 8 werden a's bekannt vorausgesetzt. Entscheidungsgestitzte Schétzverfahren basie-
ren auf rtickgekoppelten Strukturen gemal3 Abb. 6-2 und Abb. 6-3a). Fur kohdrente Demodu-
lation erfordert dieser Ansatz auch die Kenntnis der Phase.

Wie bereits in Kap. 3, Abschnitt 3.3.3 ausgefihrt wurde, wird in riickgekoppelten Anordnun-
gen immer ein Fehlersignal k] benttigt, das ein Mal fur die Abweichung vom optimalen
Parameterwert 7 darstellt. Die rekursive Schétzung erfolgt tblicher Weise nach der Vorschrift

#[k+1])=2[K]+ ye[K]. (6-15)

Der Zusammenhang zwischen €/k] und dem Abtastfehler A7=7-7 wird - wie bei alen re-
kursiven Schétzern - durch die S-Kurve gegeben. Sieist hier definiert durch

S(Ar)=E[e[k]|A7]. (6-16)

Dabel ist der Erwartungswert tiber das Rauschen und die Datensymbole zu nehmen. Das rege-
lungstechnische Ersatzschaltbild, das fir alle rekursiven Zeitschétzer gilt, zeigt Abb. 6-6. Das
Schleifenfilter ist nicht unbedingt erforderlich. Es erlaubt jedoch eine weitere Optimierung
des dynamischen und des stationdren Verhaltens. Es ist daher in allen Blockschaltbildern der
im Folgenden vorgestellten Schétzer enthalten.
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Abb. 6-6: Regelungstechnisches Ersatzschaltbild einesrekursiven Zeitschatzers

Wir nehmen an, dass die Symbole aus einem normierten Symbolal phabet stammen und auf-
einander folgende Symbole statistisch unabhangig voneinander sind, so dass gilt

E[A*[k] A[i]]:{l furi=k

. 6-17
0 furizk (&17)

Aus der Literatur sind viele Vorschlage zur Erzeugung von k] bekannt, von denen hier nur
die wichtigsten behandelt werden sollen.

6.2.1 Maximum Likelihood Detektor (ML D)

Wie bereitsin Kap. 3, Abschnitt 3.3.3 ausgeftihrt wurde, ergibt sich ein geeignetes Fehlermal
fur rekursive Schétzer, indem die Log-Likelihoodfunktion (6-4) mit Lo =1 nach dem zu

schétzenden Parameter 7 differenziert wird. Das Ergebnis lautet

e[k] = Re{e“'éé* [k] X' (KT + %[k])} (6-18)

Darin sind v und & die Schitzwerte firr die Frequenzablage und die Phase. Erst spéter wer-
den wir diese durch die exakten Werte ersetzen. X (t) ist gegeben durch

- d’;(tt) :_%T F(E)e =g (£-1)dé (6-19)

—oo

X (t)

In (6-18) ist die Schatzhypothese 7 durch den zum Zeitpunkt k tatsichlich verwendeten
Schétzwert zA-[k] ersetzt worden. Zur Maximum Likelihood Schétzung des relativen Abtast-
zeitpunktes ist also neben der matched Filterung noch eine Filterung mit einem zweiten Filter
erforderlich, dessen Impulsantwort sich gemal3 (6-19) als differenzierte Impulsantwort des
matched Filters darstellt. Die vollsténdige Struktur zeigt Abb. 6-7. Der Fehlerdetektor ermit-
telt aus geschétzten Datensymbolen é[k] und den Abtastwerten x'[k] den Fehlerwert e[k] nach
(6-18).

t e’ A[K
2t o $=»®=»" L S—
bt B ,*(_t)x(t) __, | Fehler-
g ’%_J@ detektor
kT+%[k]T € Je[k]

y Schleifen-
NCO=—1 252 ™1 fitter

Abb. 6-7: Blockschaltbild zur ML-Schatzung desrelativen Abtastzeitpunktesbei synchroner
Abtastung
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Wir wollen nun den Einfluss der gesendeten Datensymbole auf das Fehlersignal e[k] genauer
analysieren. Dazu vernachlassigen wir das Rauschen, und setzen zunéchst (6-2) in (6-19) ein.
Dies ergibt

oo

X(t)=-e Y ali] [ g(£-iT-7)g" (£-1)dE.

j=—c0

P (IT+7-1)
d = g *
Darin ist Pl (1) = p;gr(”: [ g((i”)g (£)dé. (6-20)

die Ableitung der AKF des Modulationsimpulses nach der Zeit. Das negative Vorzeichen
kann in das Argument der AKF hineingezogen werden, wenn man die algemein gulltige

Symmetrieeigenschaft p,, (7)=p,, (—7) einer komplexwertigen AKF berlicksichtigt. Fir
deren Ableitung folgt p) (7)=—p;, (—7), so dasssich X (t) in der Form

oo

X(t)=€"> afi]pg (t-iT-17) (6-21)

j=—oco

darstellen | &sst.

Dieses Zwischenergebnis setzen wir in (6-18) ein, wobei t durch kT+?[k] Zu ersetzen ist, und
erhalten

e[k] = Re{ej(g_é)é* (K]S afi] oy, ((k=i)T +#[K] - 1)} . (6-22)
Das Summenelement fir i = k nimmt eine Sonderstellung ein und wird deshalb von der Sum-
me isoliert. Fir korrekte Symbolschétzung (d.h. éi[k—l] = alk—1] und éi[k] = a[k]) sowie 8 =6
folgt

=

e[k]:\a[k]\2 Re{p,, (¢[k]-7)}+Reda’[k] X ali]pf, (ki) T +7[k]-7)}. (6-23)

j=—co

Nutzanteil izk

Storanteil

Der erste Term in (6-23) stellt offensichtlich den Nutzanteil dar, denn bel der Erwartungs-
wertbildung Uber die Datensymbole bleibt er allein Ubrig. Unter Annahme statistisch unab-
hangiger Symbole nach (6-17) folgt fir die S-Kurve

S(A7)=—Re{p;, (A7)} mit Az=7-7[K] (6-24)

Bei korrekter Symboldetektion ist die S-Kurve unabhangig vom Symbolal phabet und propor-
tional zur Empfangsamplitude, aber unabhéngig von der Rauschleistungsdichte No. Ihre Form
ist allein durch den Modulationsimpuls bestimmt. Entscheidungsfehler des Symboldetektors
bewirken im Wesentlichen eine Reduktion der Amplitude der S-Kurve.
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Abb. 6-8: S-Kurvefir Wurzel-Cosinus-Impulse bei ML-Schatzung des Abtastzeitpunktes zA';
Parameter: Roll-off-Faktor ¢

Fur Wurzel-Cosinus-Impulse zeigt Abb. 6-8 einige S-Kurven. Fir Taktschétzung ist ein Re-
gelbereich von |Azma| = 0.5T ausreichend. Fir diesen Bereich muss der Funktionswert das
gleiche Vorzeichen wie das Argument Az haben, damit sich das Fehlermal’ zur Taktschétzung
eignet. Wurzel-Cosinus-Impulse erfullen diese Forderung offensichtlich fir einen weit grof3e-
ren Bereich.

Fur die Analyse des dynamischen Kleinsignalverhaltens ist die Steigung Kp der S-Kurve bel
A7 =0 eine wichtige Kenngroél3e, denn Az= 0 ist der Arbeitspunkt im stationaren Betrieb. Fur
ML-Schétzer ist sie gegeben durch

Ko =—Re{p}, (A7=0)}. (6-25)

Fur Wurzel-Cosinus-Impulse lasst sich eine geschlossene Darstellung der Form

2

Ky =t (7°-8)+ 7 (6-26)

angeben. Die Herleitung ist im Anhang H zu finden. Wir wollen nun den zweiten Term in
(6-23) analysieren. Er stellt offensichtlich ein Storsignal mit zufélligem Charakter dar. Da
dieser Anteil von den Datensymbolen vor und nach dem Zeitpunkt kT abhangt, wird er als
Intersymbolinterferenz (1S, oft auch als Eigeninterferenz oder Eigenrauschen) bezeichnet. Er
verschwindet selbst zum idealen Abtastzeitpunkt Q[k] = 7 nicht, da p'gg(IT) fur [ # 0 im All-
gemeinen nicht verschwindet.
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Abb. 6-9: Differenzierte AKF von Wur zel-Cosinus-Impulsen

Fur Wurzel-Cosinus-Impulse zeigt Abb. 6-9 die differenzierte AKF Uber 6 Symbolintervalle.
Die Werte fur ganzzahlige Vielfache | des Symbolintervalls T stellen fur z[k] = 7 die Ge-
wichtsfaktoren dar, mit denen die Symbole a[k-I] in die Interferenz eingehen.

Der durch ISl verursachte mittlere quadratische Schétzfehler wird oft auch als irreduzibel
bezeichnet, well er sich durch Vergroferung des Signal-zu-Rauschl ei stungsverhal tnisses nicht
reduzieren |&sst.

Dennoch gibt es eine Mdglichkeit, diesen scheinbar irreduziblen Anteil doch zu reduzieren, so
dass der Begriff ,irreduzibel” sich als etwas irrefihrend erweist. Um die ISl zu eliminieren,
liegt es nahe zu versuchen, genau diesen Term vom Fehlersignal €/k] zu subtrahieren. Die
dazu erforderlichen Datensymbole konnen wir durch die im Empfénger geschétzten Symbole
ersetzen. Zur exakten Berechnung musste aber die Differenz r—?[k] bekannt sein, was aber
gerade die gesuchte Grofe darstellt und daher a-priori unbekannt ist. Ein Weg aus dem Di-
lemma besteht darin, den Abtastfehler r—zA'[k] zu vernachlassigen. Dann sind nur die Werte
der differenzierten AKF an den Stellen t = (k—i)T zu ermitteln, die ohne Schwierigkeiten im
voraus berechenbar sind. Zumindest fur den Zielwert ?[k] = rist die ISl dann vollstandig eli-
minierbar.

Ein Problem ist noch die Summation tber unendlich viele Terme. Glicklicher Weise klingt
die differenzierte AKF mit zunehmendem Betrag der Indexdifferenz k—i bei den Ublicher
Weise verwendeten Modulationsimpulsen schnell ab, so dass nur wenige Werte um i = k her-
um signifikant zur Summe beitragen. Abb. 6-9 entnehmen wir, dass fur Wurzel-Cosinus-
Impulse mit a={0.75, 0.5, 0.25} bereits || <{1, 2, 5} ausreichen durfte, um die ISl deutlich
zu reduzieren. Fur praktische Anwendungen eignet sich somit als verbessertes Fehlermal3

D

& [k]=Re & [k]| e *x[k]- > a[k—1]p,, (IT) |} (6-27)

|I=-D
10

Fur D = 0 ergibt sich als Sonderfall der urspriingliche Ansatz nach (6-18). Fur D > 0 ist zu
berticksichtigen, dass der Fehlerwert immer nur mit einer Verzogerung von D Symbolen be-
rechnet werden kann. Das ist aber a's unkritisch einzustufen, da sich zinnerhalb von D Sym-
bolen tblicher Weise nicht signifikant verandert.
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Abb. 6-10 zeigt Ergebnisse von Simulationen, wobei jeder Punkt sich aus einer Mittelung
Uber ca 10° Symbole ergibt. Dargestellt ist der mittlere Schétzfehler in Abhéngigkeit von
Es/No im Vergleich zur modifizierten Cramer-Rao-Schranke (MCRB). Mit dem mittleren
Schétzfehler bezeichnen wir —wie immer — die Wurzel aus dem mittleren quadratischen Feh-
ler bzw. die Standardabweichung der Differenz 7—7. Linkes und rechtes Bild unterscheiden

sich durch den Roll-off-Faktor . Man erkennt fur D = 0 das typische Ausflachen der Kurven
fUr hohes Es/No, was durch die ISl in Form des Summenterms in (6-23) verursacht wird.

—1 : —1 :
10 QPSK 10 QPSK
oa=05 , a=0.25
O\ y =0.00527 - y =0.00581
T | \
[y ]\\\
& |MCRB
go—z \ii\ 107
2 X
04 D=0~
\\ o~
1
N
1073 1073
0 10 20 30 0 10 20 30
Eg/No [dB] = Eg/No [dB] =

Abb. 6-10: Mittlerer Schatzfehler desrelativen Abtastzeitpunktesbeim MLD fir QPSK mit
Wur zel-Cosinus-lmpulsen und einer aquivalenten Rauschbandbreitevon B, T =
0.01

Eine genauere Betrachtung beider Graphiken lehrt:

1. Die Cramer-Rao-Schranke wird fir hinreichend grof3es Es/Ny erreicht. Mit abnehmen-
den Eg/Np wird der Abstand zur MCRB immer grof3er. Grund dafir ist hauptsachlich
eine wachsende Anzahl von fehlerhaften Symbol entscheidungen.

2. Fir kleinere Roll-off-Faktoren wird die irreduzible Fehlervarianz grof3er. Dies ist
durch das langsamere Abklingen der AKF des Modulationsgrundimpulses und deren
Ableitung zu erklaren. Damit tragen mehr Terme zur Eigeninterferenz bei.

3. Be einem Roll-off-Faktor von o= 0.5 reichen bereits D =2 Datensymbole vor und
nach dem Zeitpunkt KT aus, um die Eigeninterferenz zu kompensieren.

4. Fur kleinere Roll-off-Faktoren ist ein groeres D (D = 4 bei o = 0.25) erforderlich, um
die Eigeninterferenz zu kompensieren.

Der mittlere Schétzfehler ist weitgehend unabhéngig vom Modulationsalphabet. Nur die
Standardabweichung der Eigeninterferenz ist bei BPSK um den Faktor V2 groRer. Dies liegt
daran, dass in das Fehlersignal e[k] gema (6-23) nur der Realteil des Storterms eingeht. Bei
BPSK liefert der Storterm nur reelle Werte (jedenfalls fir eine reellwertige AKF), so dass die
gesamte Storleistung dieser Summe wirksam ist. Bei allen anderen Modulationsarten wird die
Storleistung im Mittel gleichmélig auf Real- und Imaginérteil aufgeteilt, so dass nur die Half-
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te der gesamten Storleistung wi rksa_m ist. Beztiglich der Standardabweichung entspricht dies
einem Unterschied um den Faktor V2.

Bel der ML-Schétzung, die wir bisher betrachtet haben, erweist es sich als nachteilig, dass
zwei Filterungen vor der Abtastung durchgeftihrt werden missen, was gegenlber einer einfa-
chen matched Filterung doppelten Implementierungsaufwand bedeutet. Im Folgenden werden
verschiedene sub-optimale Varianten vorgestellt, die eine zweite analoge Filterung vermeiden
und nur auf Abtastwerte nach dem matched Filter im Symboltakt bzw. im halben Symboltakt
zurtickgreifen.

6.2.2 Early-Late-Detektor (ELD)

Beim Early-Late-Detektor nach Abb. 6-11 wird der Differentialquotient in (6-18) durch die
Differenz von Abtastwerten des matched-Filter-Ausgangssignals x(t) vor (early) und nach
(late) dem Zeitpunkt KT approximiert. Als Zeitversatz wird T/2 verwendet. Dies erfordert also
eine Abtastung im doppelten Takt der Symbolrate, vermeidet aber die zweite analoge Filte-
rung. Abb. 6-11 zeigt die Struktur.

X(t) e 7x(KT +7[k]) alk]
1 . Daten-
Er(t)”?:’ g (-t =/’(%=> Demux > detektor
gizet iT/2+7[K] v e "x(KT +T/2+7[k])
mitk=i/2] v
Schlei- | €K [ Fehler-
NCO ZT71 fenfilter detektor

Abb. 6-11: Blockschaltbild des Entscheidungs-gestiitzten Early-L ate Detektors (DD-ELD)

Der Block ,Demux’ bezeichnet einen Demultiplexer, der jeden zweiten Abtastwert an den
Datendetektor und die dazwischen liegenden Werte an den Fehlerdetektor welterleitet. Der
Fehlerdetektor flhrt folgende Rechenvorschrift aus:

e[k] = Re{e‘jéé* [k][x(kT +£+€-[k]) - x(kT —%+f[k—1]ﬂ} . (629

Wir wollen nun den Einfluss der De}tensymbgle auf das Fehlermald analysieren und die S-
Kurve ermitteln. Dazu setzen wir 7{k-1] = 7[K] und substituieren x(.) durch (6-2) sowie
i durch k=I und erhalten

e[k]= Re{ei(ﬁé)é* [k]{i alk- I](,ogg (IT +£—Ar)—pgg (IT —%— Arjﬂ} (6-29)

| =—co

Das Summenelement fir | = 0 spielt wieder eine Sonderrolle und wird deshalb von der Sum-
me isoliert. Fur korrekte Daten- und Phasenschétzung ist €[K] in der Form
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i pgg( %-Afj +Rel& [k]Y alk-1] pgg(ln%_m}

| T
pu[1-51) I PR

Nutzanteil Storanteil

e[k]=Re{[a[K] (6-30)

darstellbar. Der erste Term ist offensichtlich wie beim MLD der Nutzanteil, denn bei der Er-
wartungswertbildung Uber die Datensymbole bleibt er allein tbrig. Unter Annahme statistisch
unabhéngiger Symbole nach (6-17) sowie eines normierten Symbolalphabets (E[|a[k][*] = 1)
ergibt sich die S-Kurve aus

S(Ar):(pgg (%—Arj—pgg (—%—Afjj. (6-31)

Abb. 6-12 veranschaulicht die Wirkungsweise des Schétzers. Fur exakte Zeitschatzung, d.h.
T=ridt S.)=0.FirAz>0 (f' zu klein geschétzt) entsteht eine Verschiebung der Abtastwerte
der AKF nach links, was den Abtastwert bel T/2—-A7 gréf3er und den anderen kleiner werden
|&sst = positives Fehlermal® = 7|k +1] = 7[k]+ ye[k] wird groRer.

¥ Pgo(t)

Abb. 6-12: Veranschaulichung der Wirkungsweise des EL D-Fehlermal3es: AKF eines M odula-
tionsimpulses mit idealen und fehler haften Abtastzeitpunkten

Die S-Kurven des Early-L ate-Detektors fuir einige Wurzel-Cosinus-Impulse sind in Abb. 6-13
dargestellt. Sie sind denen des ML-Detektors sehr dhnlich, was den Schluss zuldsst, dass die
Approximation des Differenzialquotienten durch die Differenz zweier Werte im Abstand T
gar nicht so schlecht ist.

Die Steigung bel Az=0 ist unter Berlicksichtigung der Punktsymmetrie der differenzierten
AKF algemein gegeben durch

Ky =S (A7=0)=2p,, (-T/2). (6-32)
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\\ N
: < \; 0
q 0 N
X \.. < 7
-1/T a=0.25 > ey
| _1 _. . 1 1.
AT —

Abb. 6-13: S-Kurven fir Wurzel-Cosinus-Impulse fir den Early-L ate-Detektor;
Parameter: Roll-off-Faktor ¢

Fur Wurzel-Cosinus-Impulseist Kp a's Funktion von « geschlossen in der Form

. T
SIH(ZOCJ 8
Kp = dor—2 4+ =

cox{ 7o |
ot (1-30%)—== (6-33)

a-a

darstellbar (s. Anhang H). Die Abhangigkeit von ¢ ist ziemlich kompliziert und nur schwer zu
durchschauen. Eine numerische Berechnung offenbart jedoch nur eine relativ geringe Abhén-
gigkeit, wie man aus den S-Kurven in Abb. 6-13 bereits erahnen kann. Kp liegt zwischen
8/r=254fir o=0und 3 fur o= 1 und steigt monoton mit ¢ an.

Wie der MLD erzeugt auch der ELD Intersymbolinterferenz, die in Form des zweiten Terms
in (6-30) zum Ausdruck kommt. Wegen des Zufallscharakters der Datensymbole ist auch die-
se Storung zufdlig, wobei die Amplitude des I-ten Summenelements im Wesentlichen durch
die Differenz der Abtastwerte der AKF vor bzw. nach dem Zeitpunkt IT bestimmt ist, die
selbst fur den Zielwert 7 =7 nicht verschwindet. Fir | = +1 und +2 kann diese Differenz so-
gar noch relativ grof3 sein. Folglich wird der mittlere Schétzfehler zu grof3en Es/No-Werten
hin ausflachen. Wie beim MLD kann man auch hier zumindest fur den Zielwert die ISl voll-
sténdig unterdriicken, indem man sie fir Az=0 berechnet und subtrahiert, wobel man die
gesendeten durch die geschétzten Datensymbole ersetzt. Als verbessertes Fehlermald fur den
ELD eignet sich somit

&, [K]=e[k]-Re] & [k] 3" a[k—1](py, (IT +T/2)—py, (T-T/2))}|  (6-34)

|I=-D
10

mit e[Kk] aus (6-28).

In Abb. 6-21 sind Simulationsergebnisse fur den Early-Late-Detektor fir Phasenmodulation
dargestellt. Interessant ist, dass trotz der relativ groben N&herung, namlich das Differenzial dx
durch die Differenz zweier relativ weit auseinander liegender Abtastwerte zu ersetzen, die
Cramer-Rao-Schranke nahezu erreicht wird. Die Kurven sind in der Tat nur geringflgig
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schlechter as die des MLDs. Der ELD ist auf Grund seiner geringeren Implementierungs-
komplexitét daher vorzuziehen.

Fir 16-QAM sehen die Ergebnisse dhnlich aus mit dem einen Unterschied, dass unterhalb von
etwa 15 dB der mittlere Fehler um bis zu 15% Uber der Cramer-Rao-Schranke liegt. Die Un-
terdrickung der 1S ist aber dort genau so wirksam wie bei M-PSK, d.h. oberhalb von ca. 15
dB gelten die Kurven in guter Naherung auch fir 16-QAM.

107" ; ; 107" : ;
S M-PSK, M >2 o S M-PSK, M >2 o
{ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ a=05,BT=001 \ =025 BT=0.01
) ™
<© / ) AN
|, 5 ,|MCRB ™
~10 10 N
) \\{\?S\ rrrrrrrrrrrr D= O:
5 N T
N
473
107° 107°
0 10 20 30 0 10 20 30
Eg/No [dB] — Eg/No [dB] —

Abb. 6-14: Mittlerer Schatzfehler desrelativen Abtastzeitpunktesbeim ELD fur Wur zel-
Cosinus-Impulse und M-PSK fir M>2. (Fir BPSK liegen die horizontalen Asym-

ptoten fiir den irreduziblen Schatzfehler um den Faktor V2 héher.)

6.2.3 Nulldurchgangsdetektor (ZCD = Zero Crossing Detector)

Aus der Basishanduibertragung stammt die zunéchst heuristisch geborene Idee, die Nulldurch-
gange des Empfangssignals zu beobachten und die Differenz zu den Nulldurchgangen des
VCO-Signals als Fehlersignal zu verwenden. Fehlerdetektoren, die auf diesem Prinzip basie-
ren, nennt man Nulldurchgangsdetektoren.

In dem Signalbeispiel nach Abb. 6-15 ist zweistufige Pulsamplitudenmodulation (PAM) an-
genommen. Das Fehlersignal e(t) ist ein Rechtecksignal, dessen positive Flanken die Zeit-
punkte der Nulldurchgdnge des Empfangssignals darstellen und dessen negative Flanken
identisch zu denen des NCOs sind. Die Impulsbreite ist aso ein Mal3 fur den Taktversatz.
Nun tritt ein Nulldurchgang im Empfangssignal nur bei einem Symbolwechsel auf, was zur
Folge hat, dass es nicht zu jedem Symbol einen Impuls gibt. Bel statistisch unabhangigen und
gleich verteilten Symbolen ist im Mittel nur zu jedem zweiten Symbol ein Fehlersignal ver-
fugbar. Das Fehlersignal kann man zerlegen in einen periodischen Anteil (unterstes Signal in
Abb. 6-15) und einen aperiodischen Anteil. Der Gleichanteil des periodischen Anteilsist ein
Mal3 fur das Impulsbreitenverhdtnis und damit auch fir den Taktversatz. Durch ein hinrei-
chend schmalbandiges Filter |&sst sich dieser Gleichanteil herausfiltern.
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r(t) 4
KT+7 /_\ (k+2)T+ 7T (k+3)T+ 7 /
O : i I } | t
T A 1 : i I f T
_J e+ DT+ 7 \ /
': | |
E i 5 :
2 ! : ~,
ot N bt I e bt
O \ KT (k+1)T) (k+2)T] (+3)T
pd +7 +7 +7 +~7 =
e(t) ' 3
o i t 1 i } t
F 3
o —I i t t ] f—— 1

Abb. 6-15: Signalbeispidl fur Nulldurchgangsdetektor: Das untere Signal ist der periodische
Anteil in g(t)

Dieses Prinzip lasst sich auf mehrstufige tragerfrequente Ubertragung verallgemeinern, indem
man einen Nulldurchgang durch einen Symbolwechsel ersetzt. Im &quivalenten Basisband
lautet das Fehlersignal

e[k] = Re{(& [k-1]- & [k])e "X (KT - T/ 2+2[k])] (6-35)

Offensichtlich ist k] nur dann verschieden von Null, wenn ein Symbolwechsel stattfindet,
aso a[k-1] = 4a[k] gilt.

Die Struktur des Regelkreises mit Nulldurchgangsdetektor ist identisch mit dem des Early-
L ate Detektors nach Abb. 6-11. Unterschiedlich ist nur die Berechnung von gk], die nun nach
(6-35) erfolgt.

Zur Analyse des Fehlermal3es nach (6-35) substituieren wir wieder x(.) durch (6-2) sowie
i = k=I. Dannist K] ist in der Form

e[k] = Re{(é* [k-1]-& [K])e"" ) a[k-1]p, (IT —%—m)} (6-36)

| =—oo

darstellbar. Hier nehmen die Summenelemente fir | =0 und | =1 eine Sonderstellung ein.
Isoliert man sie von den tbrigen Summenelementen, folgt fir korrekte Symbolschéatzung (d.h.

a[k-1] = a[k-1] und a[K] = a[K]) sowie § =@
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e[k] = Re{(\a[k_l]f ~a' [k]e[k-1]) oy, (T/2—Az')}

- Re{(\a[k]f - a[k]a' [k=1]) g (-T/2- Ar)} (6-37)

- Re{(a* [k-1]-a'[Kk]) X" a[k—1]py, (IT —T/2—Ar)}

12{0,1}

Fur Symbolkonstellationen mit konstanter Amplitude wie z.B. PSK sind die Ausdriicke in den
runden Klammern der ersten beiden Zeilen gerade konjugiert komplex zueinander, haben also
denselben Realteil. Bei reellwertiger AKF kann dieser als gemeinsamer Faktor herausgezogen
werden. Fir M-PSK und reellwertiger AKF gilt also

e[k] = (1- Re{a*[k]a[k—l]})(pgg G-Mj- P (-g-mn
+Re{(a* k—1]-a[k]) a[k—l]pgg(IT —g—mj}

12{0,1}

Fur korrekt geschétzte Datensymbole ergibt sich fir normierte Symbolal phabete und statis-
tisch unabhangige Symbole dieselbe S-Kurve wie fir den ELD gemal3 (6-31). Die prinzipielle
Wirkungsweise ist beim ZCD und beim ELD daher gleich.

Der wesentliche Unterschied zum ELD besteht in der Grof3e der ISl die beim ZCD im We-
sentlichen durch die Summe in der letzten Zeile in (6-37) zum Ausdruck kommt. Diese er-
zeugt wieder das typische Ausflachen der Fehlerkurven wie es in Abb. 6-16 sichtbar ist, je-
doch auf einem wesentlich niedrigerem Niveau, jedenfalls fur PSK (vgl. Abb. 6-14). Die ISI
nimmt jedoch erheblich zu, wenn die Amplitude der Symbole nicht konstant ist, wie z.B. fir
16-QAM (s. rechtes Bild). Wenn man sich aber den Ausdruck der Eigeninterferenz in (6-37)
genauer anschaut, 1asst sich diese nach der bewahrten Methode zumindest fir Az=0 auch
hier subtrahieren, so dass al's verbessertes Fehlermal? fur den ZCD folgt

D+1

e [k]=e[k]-Re{ (&' [k-1]-&'[K]) X a[k—1]py, (IT-T/2) (6-39)

mit e[K] aus (6-35).

Abb. 6-16 zeigt Simulationsergebnisse fir den Nulldurchgangsdetektor fir PSK (linkes Bild)
und 16-QAM (rechtes Bild). Auch er erreicht nahezu die Cramer-Rao-Schranke. Das Verhal-
ten der Kurven dhnelt denen des ELD mit einem wesentlichen Unterschied: Bei PSK ist fur
D = 0 die Eigeninterferenz signifikant geringer, so dass man i.A. mit dem einfachen Fehler-
signal nach (6-35) ohne | SI-Korrektur auskommt. Bei 16-QAM wird die Eigeninterferenz des
ZCD allerdings deutlich grof3er, liegt aber immer noch etwas unter der Eigeninterferenz des
ELD. Allerdings ist die Wirkung des verbesserten Fehlersignals nach (6-39) deutlich einge-
schrankt. Dies liegt daran, dass bei Symbolal phabeten mit Amplitudenvariationen ein Teil der
Eigeninterferenz durch die ersten beiden Terme in (6-37) verursacht wird, denn es kommt
haufig vor, dass |a[K]| nicht gleich |a[k-1]| ist. Dadurch wird der Regel mechanismus erheblich
gestort. Kompensiert wird mit (6-39) aber nur der dritte Termin (6-37).

Nachteilig am ZCD und am ELD ist, dass mit doppelter Symbolrate abgetastet werden muss.
Diesen Nachtell vermeidet der nachste Detektor.
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107" ; ; 107" : ;
B M-PSK, M >2 o B 16-QAM -
N @=025BT=001 N~ @=025BT=001
\\‘\
: N\
A AN
s ,|MCRB "~
510 10 N
n : < N
5 S \\\\ ~ =0
!
107 107 ‘
0 10 20 30 0 10 20 30
Es/No [dB] — Es/No [dB] —

Abb. 6-16: Mittlerer Schéatzfehler desrelativen Abtastzeitpunktesbeim ZCD fur Wur zel-
Cosinus-Impulse.

6.2.4 Miller & Miller-Detektor (MM D)

Der Miller & Miller Detektor verwendet as Fehlermald

ek] = Re{(& [k—1]x(KT +#[k])-& [k]x(kT -T+#[k-1]))e ]| (6-40)

Hier ist nur noch Abtastung im Symboltakt erforderlich. Abb. 6-17 zeigt das Blockschaltbild.

X(t) e‘jéx(kT+%[k])
%r(t)’%» g (-t) Ja(% »| Detektor alk]
_j 27t Y
€ kre[k]| € u
NCO |~d _7 4Schleifen-:[k] Fehler-
Zz1 filter detektor

Abb. 6-17: Blockschaltbild des Entscheidungs-gestitzten Miller & Miller Detektors (MM D)

Auch fUAr diesen ADetektor wollen wir das Fehlersignal genauer analysieren. Dazu setzen wir
wieder 7[k—1] = 7[K] und substituieren x(.) durch (6-2) sowiei = k—l. Wir erhalten

o g) k- 1]22 [k—1]pg (IT—7+7[K])

e[k]=Re{¢€ (6-41)

-a [K] i oy, (I -1)T —z+7[K])
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Die Summenelemente fur | = 0 und | = 1 nehmen wieder eine Sonderstellung ein und werden
deshalb von den Ubrigen Summenelementen isoliert. Fir korrekte Symbolschatzung (d.h.

a[k-1] = a[k-1] und a[K] = a[K]) sowie § =@ kann e[K] in der Form
e[k]= Re{\a[k 1 gy (T - Az‘)}
- Re{‘a[k]‘2 P (=T = AT)}

+2Im{a’ [k]a[k-1]}Im{p, (-A7)}

+Re{a*[k—1] > alk-1]p, (IT-A7)-a'[k] D alk—1]p,((! —1)T—Az')}

le{0,1} 12{0,1}

(6-42)

dargestellt werden. Die Differenz der ersten beiden Terme stellt den Nutzanteil dar. Fur Sym-
bolkonstellationen mit konstantem Betrag ist sie gegeben durch die Differenz der AKF-Werte
um T vor bzw. nach dem Zeitpunkt Az. Hier gehen also Abtastwerte der AKF ein, die 2 Sym-
bolintervalle auseinander liegen. Abb. 6-18 veranschaulicht die Wirkungsweise, die ahnlich
zu der des ELD ist, nur die Abtastwerte und die Differenzen bei gleicher Schétzablage Az sind
tendenziell kleiner.

Der dritte Term spielt i.A. keine Rolle, dadie AKF Ublicher Modulationssmpulse rein regll ist.

Die S-Kurve ist der Erwartungswert tber e[Kk]. Fir normierte Symbolal phabete und statistisch
unabhéangige Symbole folgt

S(AT) = py, (T—=AT)~p,, (-T -A7). (6-43)
Die S-Kurven fur einige Wurzel-Cosinus-Impulse sind in Abb. 6-19 zu sehen.

[}

Pyo(t)

Abb. 6-18: Veranschaulichung des M M D-Fehlermalies: AKF eines M odulationsimpulses mit
idealen (bei =T und +T ) und fehlerhaften Abtastzeitpunkten

Die Steigung bei A7=0 ist unter Berlicksichtigung der Punktsymmetrie der differenzierten
AKF gegeben durch

Ko =S(Ar=0)=2p, (-T). (6-44)
Fur Wurzel-Cosinus-Impulseist Kp als Funktion von o wieder geschlossen darstellbar:

COStox
1-40?°

Ky =2 (6-45)
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Kp liegt zwischen 2 fir o= 0 und 2/3 fir o= 1 und fallt mit zunehmendem o monoton ab.

1T L=

S(A7) —

-1/T

15 x 05 0 05 7 15

Abb. 6-19: S-Kurven fur Wurzel-Cosinus-Impulse fir den Miller & Muller-Detektor;
Parameter: Roll-off-Faktor a.

Die Leistungsfahigkeit des M&M-Detektors wird im néchsten Abschnitt im Vergleich mit

den anderen Detektoren vorgestellt und diskutiert.
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6.2.5 Leistungsvergleich der Entscheidungs-gestiitzten Taktschéatzer

Abb. 6-20 und Abb. 6-21 zeigen die Leistungsfahigkeit der vorgestellten Schétzverfahren
ohne ISI-Korrektur (D = 0) im Vergleich zueinander. Die oberen Bilder sind fur M-PSK und
stehen stellvertretend fir Symbolal phabete mit konstanter Amplitude. Die unteren Bilder stel-
len Ergebnisse fur 16-QAM dar.

107 — 107"

M-PSK. M > 2
a=0.25,B.T=0.01

M-PSK, M 52 -

a=0.5BT=0.01 .

T \\I\‘\S\

= [ NN\ MMD

=, _|MCRB

::10 10 &E‘\‘&

2 B

Y > \, CD,
107 1 40 ‘

0 10 20 30 0 10 20 30
Eg/No [dB] — Eg/No [dB] —

Abb. 6-20: Mittlerer Schatzfehler des Abtastzeitpunktesfir Entscheidungs-gestiitzte Schatz-
verfahren; hier: M-PSK, Wur zel-Cosinus-l mpulse

107" 10~ :
N 16-QAM,
N =0.25 BT=0.01 -
T
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Abb. 6-21: Mittlerer Schatzfehler des Abtastzeitpunktesfir Entscheidungs-gestiitzte Schatz-
verfahren; hier: 16-QAM, Wurzel-Cosinus-I mpulse.
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Zusammenfassend lassen sich folgende Schlussfol gerungen ziehen:
e BeimELD und ZCD flachen die Kurven fir grof3e Es/No aus.

Der asymptotische Grenzwert auf Grund von ISl nimmt mit abnehmendem Roll-
off-Faktor zu.

Bel PSK ist der ZCD dem ELD deutlich Uberlegen (jedenfalls ohne Kompensation
der 1S, d.h. fur D = 0).

Beim ELD ist die ISl unabhéngig vom Modulationsalphabet. Beim ZCD ist sie
von der Amplitudenvariation des Symbolal phabets abhangig, wird aber nie grofier
alsbeim ELD, sofern die Eigeninterferenz nicht kompensiert wird (D = 0).

Fur M-QAM und Anwendung der 1SI-Kompensation ist der ELD unschlagbar.

e Der MMD weist dagegen kein Ausflachen auf. Die Erklarung ist in dem Summenterm
in der letzten Zeile von (6-42) zu suchen, der die ISl beschreibt. Wahrend beim ELD
und ZCD AKF-Werte an halbzahligen Vielfachen des Symboltaktes eingehen, gehen
beim MMD nur Werte in ganzzahligen Vielfachen ein. Wegen der Nyquist-
Eigenschaft des Modulationsimpulses konvergieren diese fur kleine Zeitschétzfehler
gegen Null.

e Als Nachteil des MMD ist hinzunehmen, dass die Fehlervarianz fir groéi3ere Werte o
einen zunehmenden Abstand von der Cramer-Rao-Schranke aufweist, was insbesonde-
re bei kleinem Es/Np signifikant ist.
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6.3 Datenunabhangige Schatzung (NDA = Non Data Aided)

Voraussetzung: v =v, @und a[k] unbekannt.
Ansatz: Maximum-Likelihood-Funktion aus (3-51) mit (3-52)

L(7.0.8) = exp{il—h Re{e‘jéia* [K]x(KT + f')}} : (6-46)
mit X(t)= [ r(&)e g (E-t)at. (6-47)

Uber L(.) ist nun der Erwartungswert zunéchst ber die Phasenhypothesen 6 und dann tber
die Datensymbole a zu nehmen. (Achtung! In das Integral zur Erwartungswertberechnung

muss natdrlich die Likelihood-Funktion L(.) selbst eingesetzt werden und nicht etwa log L(.)).

Zur Erwartungswertbildung Gber @ schreiben wir die Summe in (6-46) as eine einzige kom-
plexe Zahl |ge":

(70~ o] 2 refe i) |

0

zEé_exp{ |§|cos(l// H)H

(6-48)

O

Setzt man fiir @ eine Gleichverteilung von —zbis +7an, erhalt man

L 17 ~ ] s
gzz— j” {—|§|cosw 6)}d0 — [ |§|j (6-49)

mit 1o(.) als modifizierte Besselfunktion der Ordnung O.

Nun muss noch der Erwartungswert tber die Datensymbole &[k] gebildet werden. Dieser ist
jedoch nicht exakt berechenbar. Zur néherungswei sen Berechnung stellen wir die Besselfunk-

tion in Form ihrer Taylorreihe dar und brechen die Reihe nach dem quadratischen Term ab.
Esgilt

IO(X):;‘mzH%' (6-50)
Mit dieser Naherung folgt
L(7)~—E [ il i X (KT +7) 2]
2r 2NE =
R Ll
2” MNZKZZ; [& [K]a[i]]x(KT +7)X (iT+7). (6-51)

Bel Annahme statistisch unabhangiger Symbole gilt
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| [alk | fur k=i

0 fur k=i

(6-52)

E[ & [k]a[i]]=

wobei E[|a[K][F] unabhangig von k ist. Da additive Terme und konstante Faktoren die Lage
des Maximums nicht beeinflussen, konnen wir diese auch weglassen. Die so modifizierte ML-
Funktion bezeichnen wir mit A(.) und wir erhalten

)= 3 |x(kT+ 2)f | (659

Die Summe stellt die Leistung des zeitdiskreten Signals nach dem matched Filter dar. 7 ist
nun so zu bestimmen, dass (6-53) maximal wird. Offensichtlich kann das Ergebnis wie folgt
interpretiert werden:

T =7 maximiert die Leistung des im Symboltakt abgetasteten
Empfangssignals nach dem matched Filter!

Zur Gewinnung eines Fehlersignals setzen wir wieder Lo = 1, differenzieren (6-53) nach 7
und erhalten

dA (%)
df
Als Fehlersignal eignet sich fir den Daten-unabhangigen Maximum-Likelihood-Detektor

~ 2Re{X (KT +7)x (KT +7)}. (6-54)

NDA-MLD: e[k] =Re{xX' (KT +#[Kk]) X (KT +Z[K])} . (6-55)

Dies Ergebnis dhnelt dem Ergebnis aus der entscheidungsgestuitzten Schétzung gemal3 (6-18).
Esist nur & [k]e " durch X (KT +7[k]) zu ersetzen. Auch dieses Fehlersignal liefert einen

irreduziblen mittleren Schétzfehler, der allein durch Eigeninterferenz verursacht wird. Analog
Zu (6-27) kann diese durch Subtraktion eines Teils der Interferenz deutlich reduziert werden.
Als verbessertes Fehlersignal fur Daten-unabhangige ML-Schétzung eignet sich

&[k]=R { k][%[k] Z k=115 IT))}. (6-56)

Wie bei Daten-gestitzter Schatzung erfordert die Berechnung des Fehlersignals zwei Filte-
rungen des frequenzkorrigierten Empfangssignals.

Um die Differentiation zu sparen, kann man sie wie beim Early-L ate Detektor durch die Dif-
ferenz benachbarter Abtastwerte approximieren. Das liefert das Fehlermal? fir den Daten-
unabhéngigen Early-L ate Detektor oder kurz

NDA-ELD: e[k]=Re{x (KT +Z[k])(x(KT +T/2+2[k])-x(kT -T/2+Z[k]))}.  (6-57)

Dieser erfordert wieder zwel Abtastwerte pro Symbol und ist wie in Abb. 6-22 skizziert auf-
gebaut.
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X0 x(KT +7[k]) a[k]
* Daten-
r(t) :(%:» g (-t) _”——| Demux »(%ﬁ» detektor=>
2 X(KT +T/2+7[k]) .
e T2+ 7[K] l e
. K]
Y Schlelfen—‘i[ Fehler-
z-1 fiter | | detektor

Abb. 6-22: Struktur des Daten-unabhangigen Early-L ate Detektors zur Korrektur der Takt-
phase

Ein verbessertes Fehlermal? mit 1SI-Kompensation erhdt man aus dem entschei dungsgestiitz-
ten Ansatz firr den ELD, indem man in (6-34) e '?4[k] durch x[K] ersetzt:

e, [K] = e[k]-Re!x [k]é X[k—l](pgg (IT +£j—pgg (IT _TED (6-58)

In &hnlicher Weise kann man auch einen Daten-unabhangigen Nulldurchgangsdetektor
(NDA-ZCD) konstruieren. Man ersetzt in (6-35) a'[k]e” und a [k-1]e” durch
X (KT +7[k]) bzw. X ((k—1)T+7[k]) und erhalt als Fehlersignal fir den

NDA-ZCD: e[k]=Re{(x (KT +2[k])-X ((k-1)T+2[k-1]))x(KT ~T/2+2[K])], (6-59)
und mit | SI-Kompensation

D+1

e, [k] =e[k]-Req(X [k=1]-X[K]) > x[k—1]py, (IT-T/2) (6-60)

=D
12{0,1}

Die S-Kurven fur diese Schétzer sind etwas aufwandiger zu ermitteln als bel Entscheidungs-
gestiitzten Schétzern. Das Prinzip zu deren Ermittlung ist aber das gleiche. Die genaue Herlei-
tung ist im Anhang H zu finden.

Abb. 6-23 zeigt die Leistungsfahigkeit dieser Verfahren. Der mittlere Schatzfehler |asst so-
wohl beim ELD as auch beim ZCD wieder ein Ausflachen erkennen, nun aber auf einem
deutlich hoheren Niveau as bel Daten-gestitzter Schétzung. Dieser Restfehler auf Grund der
[SI nimmt mit abnehmendem ¢« signifikant zu. Die Kurven fir den ELD erweisen sich as
unabhéngig vom Modulationsal phabet. Die Kurven des ZCDs nahern sich mit zunehmender
Amplitudenvariation des M odulationsal phabets denen des EL Ds an.

Das Ausflachen der Kurven fir grof3es Es/Ny kann man beim NDA-ELD mittels der 1SI-
Kompensation nach (6-58) noch signifikant abmildern, wie die Kurven in Abb. 6-24 deutlich
erkennen lassen. Die Cramer-Rao-Schranke wird zwar nicht erreicht, aber das Ausflachen
findet auf einem deutlich niedrigeren Niveau statt.

Man kann den Schluss ziehen, dass auch Daten-unabhangige Taktschdtzung mdglich ist, wo-
bei die Schatzgenauigkeit bel einer geforderten Dynamik in den meisten Anwendungsfallen
sogar ausreichen durfte.
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Abb. 6-23: Mittlerer Schatzfehler des Abtastzeitpunktes fir Daten-unabhangige Schatzverfah-
ren; Modulation mit Wurzel-Cosinus-I mpulsen
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Abb. 6-24: Mittlerer Schatzfehler des Abtastzeitpunktesfir den Daten-unabhéngigen EL D mit
| SI-Kompensation; Modulation mit Wurzel-Cosinus-Impulsen
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7 Signaldetektion

In einem Ubertragungssystem, in dem ein Sender zu nicht bekannten Zeitpunkten kurze Da-
tenpakete aussendet, muss der Empfanger zunidchst erkennen, ob ein Datenpaket gesendet
wurde und wenn ja, wann es genau beginnt. Dazu muss er das Empfangssignal stindig analy-
sieren. Dies ist ein typisches Problem in Telemetriesystemen. Derartige Systeme bestehen aus
einer Vielzahl von Sensoren, die Messdaten in gewissen Zeitabstdnden aussenden. Viele Sys-
teme arbeiten unsynchronisiert, d.h. es besteht weder eine Zeit- noch eine Frequenzsynchroni-
sation zwischen Sender und Empfénger.

Ein konkretes Beispiel hierfiir ist die Erfassung von Wasser-, Gas- und Heizungszéhlerstéin-
den von Wohn oder Industriegebduden, die zunehmend auf Funkiibertragung umgestellt wird.
Die einzelnen Sensorknoten senden in relativ groBen Abstéinden kurze Datenpakte mit gerin-
ger Leistung. Da die einzelnen Sensorknoten autonom arbeiten, also nicht miteinander syn-
chronisiert sind, sind die Sendezeitpunkte flir die Pakete vollig unabhingig voneinander. Ist
ein Empféanger fiir eine Vielzahl von Sensorknoten zusténdig, kann dies auf dem Funkweg zu
Kollisionen von Paketen zweier Sensoren fithren. Zur Vermeidung von periodischen Kollisio-
nen ldsst man die Sendezeitpunkte quasi-zufillig von einem periodischen Muster abweichen.
Jeder Knoten hat dazu seinen eigenen Zufallsgenerator. Der Empfénger kennt die Sendezeiten
der einzelnen Knoten nicht.

Eine besondere Herausforderung wird hier an die Empfangerempfindlichkeit gestellt. Ein Pa-
ket soll auch dann zu erkennen sein, wenn dessen Empfangsleistung in der Grofenordnung
der Leistung des Empfangereingangsrauschens nach dem Empfangsfilter liegt. Bei einer op-
timalen Kombination von Modulation und Kanalcodierung kann bei einem SNR von bereits
0 dB eine Datenerkennung durchaus korrekt erfolgen. Der Empfanger sollte also auch bei
einem derart niedrigen Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnis in der Lage sein, das Vorhanden-
sein eines Datenpakets sicher von reinem Rauschen zu unterscheiden. Es ist offensichtlich,
dass dazu eine reine Leistungsmessung des verrauschten Empfangssignals nicht ausreicht.

Zur Unterstiitzung der Signaldetektion beinhalten die Sendepakete immer eine Trainingsse-
quenz. Haufig wird sie den Nutzdaten vorangestellt und wird dann auch Praambel genannt.
Man kann sie aber auch in die Mitte zwischen den Daten positionieren, was bei schnell be-
wegten Sendern oder Empfangern gewisse Vorteile hat. Dann nennt man sie auch Midambel.
Die Trainingssequenz ist dem Empfanger natiirlich bekannt. Sie bildet die Grundlage der
Signaldetektion.

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Prinzipien der Signaldetektion in weilem
Gaul3’schen Rauschen vorgestellt. Die Leistungsfahigkeit des optimalen Detektors wird quan-
titativ analysiert. Wir beschranken die Betrachtung auf Pakete, deren Trainingssequenz am
Anfang gesendet wird und verwenden von nun ab den Begriff Priambeldetektion, denn die
Nutzdaten sind fiir das Detektionsproblem nicht relevant. Die vorgestellten Prinzipien gelten
selbstverstindlich auch fiir die Midambeldetektion. Wir beschridnken die Betrachtungen auf
lineare Modulationsverfahren und nicht-zeitdispersive Kanile.
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7.1 Optimalfilter zur Praambeldetektion

Aus dem Empfangssignal wird ein Segment der Lénge T, (= Prdambeldauer) beobachtet, aus
dem eine Entscheidungsvariable hergeleitet wird, die eine mdglichst zuverldssige Aussage
iiber das Vorhandensein einer Praambel erlaubt. Eine lineare Filterung stellt eine einfache
Moglichkeit dar, so eine Entscheidungsvariable zu gewinnen. Man beobachtet einfach das
Ausgangssignal des Filters und entscheidet in regelméBigen Abstinden (z.B. durch Abtastung
im Symboltakt), ob eine Prdambel vorgelegen hat oder nicht. Gesucht ist nun ein Filter, das
das Signal-zu-Rauschleistungsverhiltnis maximiert, wenn eine Prdambel tatsdchlich vorhan-
den ist.

Genau diese Aufgabe wurde bereits in der Nachrichtentechnik in Verbindung mit der Sym-
boldetektion gestellt und geldst. Zum Auffinden des optimalen Filters wurde das Allgemeine
Problem betrachtet, einen einzelnen Signalimpuls g(t) im Rauschen zu entdecken. Als optima-
le Losung wurde das Signal-angepasste Filter (matched Filter) hergeleitet. Zur Detektion von
Datensymbolen ist die Impulsanwort des auf g(t) angepassten Filters gleich C-g*(—t), wobei C
eine beliebige komplexe Konstante darstellt.

Die Detektion einer Priambel ist im Prinzip nichts anderes. Dies sei an Hand des Ubertra-
gungsmodells nach Abb. 7-1 erldutert. Die Prdambel sei durch das zeitkontinuierliche Signal
s(t) reprisentiert, das nur innerhalb des Intervalls 0 <t<T, von Null verschiedene Werte
aufweisen moge. Es werde durch den Kanal um den reellwertigen Amplitudenfaktor h ge-
dampft und in der Phase um den Winkel & gedreht. Der Kanal wird als verzogerungsfrei an-
genommen. Im Empfanger erfolgt die Addition eines weillen Gauf3’schen Rauschsignals n(t).
Das so erhaltene Empfangssignal

r(t)=s(t)he’” +n(t) (7-1)

wird einer linearen Filterung unterworfen, dessen Ausgangssignal die Entscheidungsgrundla-
ge fiir das Vorhandensein einer Pridambel darstellt.

s(t), rt) [ lin. Filter | d® _~  d(top)
S(f) % % h(t), H(f)
he'?  n(t) topt = 0

Abb. 7-1:  Ubertragungsmodell zur Herleitung des Optimalfilters

Das optimale Filter, das fiir weiles Gau3’sches Rauschen das SNR zum Entscheidungszeit-
punkt t,, = 0 maximiert, hat dann

die Ubertragungsfunktion H,, (f)=c-S(f) (7-2)
und die Impulsantwort hy (1) =C-s"(-t). (7-3)

Wahl der Konstanten c:

Die Konstante c ist frei wiahlbar. Als zweckméBig erweist sich die Wahl

- 4
C = (7-4)

S

mit
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E, = T\s(t)\z dt (7-5)

als Energie des Sendesignals s(t) und T als Symboldauer. Die Division durch \/E_s
stellt eine Normierung der Impulsantwort des Empfangsfilters auf die Impulsenergie 1

dar. Die zusitzliche Division durch +/T erscheint sinnvoll, um die Ubertragungsfunk-
tion H,,( f) dimensionsneutral zu bekommen, wie es in einem realisierbaren System
sein muss. Wenn z. B. s(f) eine Spannung in Volt (V) ist, hat deren Fourier-
Transformierte die Einheit Voltsekunde (Vs). Die Energie E, hat die Einheit Vs, so
dass ¢ die Einheit 1/Vs hat. Damit ist G,( f) dimensionsneutral.

Die Entscheidungsvariable nach dem Optimalfilter ist dann gegeben durch
d(t)=c [ r(g+1)s’(9)ds. (7-6)

Die Impulsantwort (7-3) ist offensichtlich nicht kausal. Um das Filter realisieren zu kénnen,
muss die Impulsantwort noch um die Dauer T, des Signals s(t) verzogert werden. Um genau
diesen Wert muss natiirlich auch der optimale Abtastzeitpunkt verzogert werden. Diese Zeit-
verschiebung wird im Folgenden aber nicht beriicksichtigt, um die Notation einfach zu halten.

Fiir die Leistungen von Nutz- und Rauschanteil in der Entscheidungsvariablen lassen sich
folgende Beziehungen angeben (mit C aus (7-4)):

Rauschleistung: P. =N, I ‘Hopt (f )‘2 df :%. (7-7)
Nutzleistung zum Zeitpunkt t,: Py = |h J- S(f)H,, (f)df| = ?P. (7-8)

Darin ist Ny die (einseitige) Rauschleistungsdichte des Rauschsignals und E, = h*E, die Emp-
fangsenergie des Prdambelsignals.

Das Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnis ist also gegeben durch

SNR(t,, ) =% =%. (7-9)
N 0

Zur Herleitung des Optimalfilters wurden keinerlei Annahmen zur Modulationsart getroffen.
Insbesondere ist es auch fiir nichtlineare Modulationsverfahren optimal, wie z.B. Frequenz-
modulation.

Bei linearen Modulationsverfahren kann das Filter besonders einfach als Hintereinander-
schaltung des iiblichen an g(t) angepassten Filters und einem zeitdiskreten Korrelator reali-
siert werden. Dass diese Zerlegung gilt, kann leicht durch Betrachtung des ungestorten Aus-
gangssignals d(t) verifiziert werden:

Eine linear modulierte Prdambel ist durch den Modulationsimpuls g(t) und die Praam-
belsymbole a[0], a[1], ..., a[L,—1] bestimmt. Sie ist gegeben durch
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s(t)=> a[x]g(t—«T). (7-10)

Dies in (7-6) eingesetzt ergibt nach Vertauschung von Summation und Integration

d(t):cLOZ_:Ia*[K] T r(3+t)g (9-«T)dI
:CLO_Ia*[K]]SI’(z9+'[+KT)g*(l9)d19. (7-11)

Darin stellt das Integral das auf g(t) angepasste Filter dar. Die nachfolgende Summation kann
als FIR-Filter mit den Filterkoeffizienten a’[0], a [1], ..., a [Lo—1] aufgefasst werden. Sie
lasst sich als Korrelator interpretieren, der Abtastwerte des ersten Filters im Symbolabstand T
mit der Praambelsymbolfolge korreliert.

Abb. 7-2 stellt die Blockstruktur des auf s(t) angepassten Filters bei linearer Modulation dar.
Dabei wurde eine Abtastung im Symboltakt angenommen. Natiirlich kann man auch mit ei-

nem ganzzahligen Vielfachen M der Symbolrate abtasten. Dann muss nur z ' durch z™ ersetzt
werden, so dass jedes Verzogerungselement um jeweils M Werte verzogert.

r(t) == g'(-1)

d[k]=d (kT +7)

Abb. 7-2: Blockschaltbild zur Realisierung des Optimalfilters zur Praambeldetektion

Setzt man (7-1) in (7-6) ein, erhélt man

d(t)=%is(8+t)s*(8)d9+ﬁT;On(t)s*(g)dg

- [Eeerp 0 (y - (-12)

Darin stellt pss(t) die AKF des Prdambelsignals S(t) dar. Sie ist auf den Maximalwert 1 nor-
miert. Der Nutzanteil von d(t) ist also proportional zur AKF der Prdambel. Im Fall von wei-
Bem GauB’schen Rauschen (WGN) ist das gefilterte Rauschsignal n’(t) natiirlich auch
Gaul’sch und hat die Leistung geméfB (7-7).

Es liegt nahe, als Entscheidungsvariable den Realteil von d(t)-e7’ zu verwenden. Dann liegt
der Maximalwert ps(t = 0) auf der reellen Achse der komplexen Ebene und vom Rauschen ist
nur noch die halbe Leistung wirksam.

Jedoch ist in vielen Systemen die Phase des Kanals vor Empfang der Praambel nicht bekannt.
Zum Beispiel werden in einem Telemetriesystem nur sehr selten Telegramme gesendet. In der
Zeit zwischen zwei Telegrammen desselben Senders hat der Empfinger keine Mdglichkeit die
Phase zu schétzen. Da sich die Phase des Kanals in dieser Zeit aber stark verdndern kann,
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kann man die Phase des vorherigen Telegramms nicht mehr verwenden. Es bleibt nichts ande-
res uibrig, als die Phase als Zufallsvariable mit der groStmoglichen Unsicherheit, ndmlich ei-
ner Gleichverteilung zwischen —7 und +7z zu betrachten. Dann liegt es nahe, als Entschei-
dungsvariable den Betrag von d(t) zu verwenden.

Aus der Literatur sind zwei grundsédtzlich verschiedene Prinzipien bekannt, um eine Praambel
an Hand dieser Entscheidungsvariablen zu detektieren:

e Schwellwertdetektion oder
e Maximumdetektion.

Bei der Schwellwertdetektion wird die Entscheidungsvariable mit einer Entscheidungs-
schwelle dy, verglichen. Liegt der Betrag tiber (bzw. unter) der Schwelle, wird angenommen,
dass die vergangenen L, Symbolintervalle eine (bzw. keine) vollstindige Prdambelsequenz
beinhalteten. Der Nachteil dieses Verfahrens liegt in der Festlegung der Entscheidungs-
schwelle, die wie im nachfolgenden Abschnitt 7.3 noch gezeigt werden wird, eine mdglichst
genaue Kenntnis der Storleistung erfordert.

Bei der Maximalwertdetektion wird keine Entscheidungsschwelle benétigt. Es wird einfach
das Maximum der Entscheidungsvariablen innerhalb eines Beobachtungsfensters detektiert
und die zeitliche Lage dieses Maximalwertes als Praambelposition angenommen. Dieses Ver-
fahren liefert natiirlich nur dann zuverldssige Ergebnisse, wenn a priori bekannt ist, dass in
dem Beobachtungsfenster eine und zwar genau eine Prdambel vorhanden ist. Wenn mehrere
Praambeln vorhanden sind, werden die mit der kleineren Empfangsleistung nicht erkannt.
Liegt keine Prdambel vor, kommt es sicher zu einer Falscherkennung oder Vortduschung.
Sofern der Datenteil der Telegramme noch mit einem Fehler erkennenden Code (z.B. CRC)
geschiitzt sind, kann durch das Priifen der Redundanzstellen mit hoher Sicherheit leicht fest-
gestellt werden, ob es sich nicht um ein giiltiges Telegramm gehandelt hat oder nicht. Der
Prozessor hat dann allerdings etwas mehr zu tun, da er hdufig demodulieren und die CRC-Bits
berechnen muss. Bei Datenpaketen mit CRC mag eine Falscherkennung also als unkritisch
eingestuft werden. In diesem Fall konnte man in aufeinander folgenden Intervallen der Dauer
T, jeweils das Maximum detektieren.

Wir wollen im Folgenden ausschlieBlich die zuverlédssigere Schwellwertdetektion betrachten
und diese ndher analysieren. Bevor wir auf eine quantitative Bewertung eingehen, wollen wir
uns dem Thema der Prdambeldetektion noch von der wahrscheinlichkeitstheoretischen Seite
ndhern. Die Detektionstheorie liefert eine Detektionsvorschrift, die nach gewissen Kriterien
optimal ist. Als wesentliches Ergebnis sei vorweggenommen, dass das oben beschriebene
Signal-angepasste Filter fir AWGN im Sinne der Detektionstheorie tatsdchlich optimal ist.
Gleichzeitig liefert die Theorie eine Vorschrift zur Bestimmung der optimalen Entscheidungs-
schwelle.

7.2 Einfihrung in die Detektionstheorie

Aus dem Empfangssignal wird ein Segment der Lange T, (= Priambeldauer) beobachtet. Fiir
jede zeitliche Lage des Zeitfensters werden zwei Hypothesen aufgestellt:

e Hypothese 7 Prdambel nicht bzw. nur unvollstédndig vorhanden,

e Hypothese 7: Prdambel vollstandig vorhanden.
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Dieses Vorgehen wird Hypothesentest genannt. Die wahrscheinlichste Hypothese wird dann
ausgewdhlt. Dabei konnen zwei Entscheidungsfehler auftreten:

e Falscherkennung (False Alarm): Es liegt keine Prdambel vor, dennoch wurde eine er-
kannt. Die Wahrscheinlichkeit fiir Falscherkennung wird Vortduschungswahrschein-
lichkeit genannt. Wir bezeichnen sie mit dem Symbol Pra (False alarm probability).

Sie ist definiert durch die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese 77 angenommen
wird, obwohl 7 tatsdchlich richtig ist. Mathematisch ausgedriickt lautet die Definition

P, =Pr{7|7,}. (7-13)

e Nicht erkannte Priambel (Missed Detection): Es ist tatsdchlich eine Praambel vorhan-
den, aber sie wurde nicht erkannt. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine nicht erkannte Pré-
ambel wird Verpasserwahrscheinlichkeit genannt. Wir bezeichnen sie mit dem Symbol
Pm (Missed detection probability). Sie ist definiert durch die Wahrscheinlichkeit, dass

die Hypothese 77 angenommen wird, obwohl 77 tatsdchlich richtig ist. Mathematisch
ausgedriickt lautet die Definition

P, = Pr{ﬁ0|ﬁq}. (7-14)

Die Wahrscheinlichkeiten fiir beide Fehler sollten so klein wie moglich sein. Dariiber hinaus
wird auch der Begriff Detektionswahrscheinlichkeit verwendet, der mit dem Formelsymbol
Pp bezeichnet wird. Dieser liefert aber keinerlei neue Information denn es gilt: Pp = 1—-Pga.
Zur Veranschaulichung dieser beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten moge folgendes einfache
Beispiel dienen:

Beispiel 1: Auf Basis eines cinzelnen Abtastwertes soll entschieden werden, ob ein
Gleichanteil © im Rauschen vorhanden ist oder nicht:

. r=w, w=GauB*‘sches Rauschen mit Varianz ¢*

7 r=u+w

Intuitiv erscheint es verniinftig, eine Schwellwertentscheidung zu treffen: Liegt r unter
einer Schwelle r,,, wird 7, anderenfalls 77 angenommen. Zur Ermittlung von Py,

und P,,; werden die Likelihoodfunktionen fiir 77, und 7 bendétigt. Da es sich bei w um
Gaul3’sches Rauschen handelt, sind dies in jedem Fall Gau3verteilungen und zwar

2

1 r

fiir 77 qo(r|7fo)=me_ﬁ und (7-15)
1 7("7“2)2
fiir 77 q,(r|7) = ¢ 200 (7-16)

Die Vortduschungs- und Verpasserwahrscheinlichkeiten errechnen sich aus

“ 7['2 Titr (r_/u)z
1 202 I 1 2 r..—u
P.. = EZUdr:Q(thrijW, P = g 20 dr:l—Q(‘hr j
" ;[ N2wo o M '[O\/me o

Die Zusammenhénge sind in Abb. 7-3 veranschaulicht. Py entspricht der Flache unter
der mittelwertfreien GauBverteilung von -oo bis ry. Pp, entspricht der Fliche unter
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GauBverteilung mit dem Mittelwert x von Iy, bis co. Es ist offensichtlich, dass durch
eine Erhohung der Entscheidungsschwelle Py, verringert aber Py, vergrofert wird.

Py (r|74,)

/

F

Abb. 7-3:  Zusammenhang zwischen den Likelihoodfunktionen und den beiden
Fehlerwahrscheinlichkeiten

Was in diesem einfachen Beispiel sofort einsichtig ist, gilt allgemein: Eine Verringerung der
einen Fehlerwahrscheinlichkeit fithrt automatisch zu einer Vergroferung der anderen. Man
kann also nicht beide gleichzeitig minimieren.

Zur Bestimmung der Entscheidungsschwelle muss man fiir eine der beiden Fehlerwahrschein-
lichkeiten einen gerade noch tolerierbaren Wert festlegen. Eine Entscheidungsschwelle, die
dann die andere Fehlerwahrscheinlichkeit minimiert, wird als optimal betrachtet. Wie diese
Schwelle ermittelt werden muss, haben zwei Mathematiker herausgefunden: Der Polen-
stimmige und spéter US-Amerikanische Mathematiker Jerzy Neyman sowie der englische
Mathematiker Egon Pearson. Das nach ihnen benannte Neyman-Pearson-Lemma wurde erst-
mals 1933 verdffentlicht. Es wird auch Neyman-Pearson-Hypothesentest genannt.

Im folgenden wird eine auf Signaldetektion spezialisierte Fassung des Neyman-Pearson-
Lemmas wiedergegeben:

Gegeben seien K beobachtbare Werte, die in dem Vektor r = [ro, My rK_]] zusammengefasst
werden. S =[S,,S,,...,Sy_;] sei ein bekannter Vektor, der in r enthalten sein kann, wobei N < K
gelten soll.

Hypothese 7: I beinhaltet nicht den Vektor s
Hypothese 7: I beinhaltet den Vektor s.

Gegeben seien ferner die K-dimensionalen bedingten WDFen (Likelihoodfunktionen)

Ay (r|74) und q,(r|7).

Neyman-Pearson-Hypothesentest:

Bei vorgegebener Vortduschungswahrscheinlichkeit Pp, wird die Verpasserwahr-

scheinlichkeit Py, minimiert, wenn als Kriterium fiir 7,

q,(r|#)
L(r)=———%>7y (7-17)
74 (e
verwendet wird, wobei sich die Entscheidungsschwelle yaus
Pa= | a(rl7g)dr (7-18)
rL(r)>y
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ergibt.

L(r) wird als Likelihood-Verhiltnis bezeichnet. Die fundamentale Aussage ist, dass der opti-
male Test immer auf eine eindimensionale Entscheidungsvariable zuriickgefiihrt werden
kann. Diese Entscheidungsvariable ist durch das Verhiltnis der Likelihoodfunktionen gege-
ben. Gleichzeitig liefert der Test eine Vorschrift zur Berechnung der optimalen Entschei-
dungsschwelle. Mit der Ungleichung (7-17) wird ein Gebiet im K-dimensionalen Raum iiber r
definiert. Dieses Gebiet ist durch die Entscheidungsschwelle y festgelegt. » ist nun so zu
bestimmen, dass das Integral von q,(r|7Z) lber dieses Gebiet die vorgegebene Vortdu-

schungswahrscheinlichkeit ergibt.
Fortsetzung von Beispiel 1 (Detektion eines Gleichanteils in Gauf3’schem Rauschen):
(7-15) und (7-16) in (7-17) eingesetzt ergibt fiir das

(r-n)’

Ty (r—p)-r? 21—
Likelihoodverhéltnis: L(r) = il (I’|7z’,) _° i —=e 2 =g 2!"2/1
W(rla) o

Die Anwendung des Neyman-Pearson-Hypothesentest liefert:

2 2
o H
L(r)>y =>r>—Iny+—,
(r)>7 PR
%f—/

Titr

Die Entscheidungsschwellen yund r,,, sind also umkehrbar eindeutig ineinander umre-
chenbar. Bei GauB’schem Rauschen mit der Varianz o” ergibt sich r,, unmittelbar iiber

die inverse Q-Funktion gemiB r, =cQ™' (P, ).

Natiirlich bleibt die Ungleichung (7-17) bestehen, wenn man eine streng monoton steigende
Funktion auf beide Seiten anwendet, und/oder beide Seiten mit einem konstanten positiven
Faktor multipliziert und/oder auf beiden Seiten eine Konstante addiert. Bei Gaul3-
Verteilungen erweist es sich insbesondere als zweckméBig, den natiirlichen Logarithmus des
Likelihoodverhéltnisses zu verwenden.

Wir wollen nun zeigen, dass das im vorigen Abschnitt angegebene Signal-angepasste Filter
aus dem Neyman-Pearson-Hypothesentest hergeleitet werden kann und somit im Sinne dieses
Tests einen Optimaldetektor darstellt.

Herleitung des Optimaldetektors:

W =[W,,W,,...,W,_,] sei ein Mustervektor eines stationdren, weifien, mittelwertfreien
und komplexen Gaul3’schen stochastischen Prozesses und

S =[Sy,S,,--»5¢_, ] seien (komplexe) Abtastwerte eines bekannten Signals (z.B. Prdam-
bel) und

r= [ro,rl,...,rK_l] sei ein beobachtbarer Vektor (Abtastwerte eines Empfangssignals),
wobei

{ w fir 7,
L:

. ilt.
se’+w fiir 7 8

Dann sind die Likelihoodfunktionen
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. ) _L _LK% 2 ]
fiir 74: qo([|72’0)—ﬂ_KO_K exp( UZZO:'rk' j und (7-19)
fir 7: (r|72’)=LeXp[—LK§1\r -5 e”rj. (7-20)

1\— 1 7Z'KO'K O_z — k k

Der Logarithmus des Likelihoodverhéltnisses kann dann durch

K-1 K-1 K-1 K-1
o’InL(r)=> [ —Z‘rk —ske"“)‘2 = 2Re{ejgz rks[("}—2|sk|2 (7-21)
k=0 k=0 k=0 k=0
ausgedriickt werden. Die letzte Summe stellt die Praambelenergie dar. Sie ist konstant,
tragt nichts zur Entscheidungsfindung bei und kann daher auf die andere Seite der
Gleichung gebracht werden. Die restliche Summe kann nun mit einer gegeniiber ¥ mo-
difizierten Schwelle verglichen werden, die wir mit d,. bezeichnen wollen. Die An-
wendung des Neyman-Pearson-Tests liefert also als Entscheidungskriterium

Kl
bei bekannter Phase & Re{e"’az rksk} >d,, - (7-22)
k0

wobei d,,, ~ Inyist. Die Summe auf der linken Seite der Ungleichung ist die Kreuzkor-
relation des Empfangssignals mit den Abtastwerten der Prdambel und entspricht dem
unter Abschnitt 7.1 hergeleiteten Optimalfilter. Im Falle von stationdirem AWGN lie-
fert das Filter also Entscheidungsvariablen, die auch im Sinne des Neyman-Pearson-
Tests optimal sind.

Bei unbekannter Phase @ ist der Erwartungswert von (7-20) iiber die Phase zu berech-
nen. Bei Annahme einer zwischen -7 und 7 gleichverteilten Phase kommt als Ergebnis
zundchst die modifizierte Besselfunktion Iy(|§|) heraus, deren Argument der Betrag der

K-1
Summe z s, aus (7-22) ist (vgl. Kapitel 4, Abschnitt 1). Wegen der strengen Mono-
k=0
tonie der Funktion Iy(.) fiir positive Argumente kann auch das Argument, also der Be-
trag der Summe mit der Schwelle verglichen werden. Sclussfolgerung:

K-1

2 NS

k=0

Bei unbekannter Phase @ist >d,. (7-23)

optimal im Sinne des Neyman-Pearson-Tests.

7.3 Entscheidungsschwelle fiir den Optimaldetektor bei linear modu-
lierten Prdambeln

Zur Ermittlung der optimalen Entscheidungsschwelle bei vorgegebener Vortduschungswahr-
scheinlichkeit Py, bendtigen wir die WDF p, (|d ||7z()) des Betrages der Zufallsvariablen D fiir

die Hypothese 7, dass im Zeitfenster zwischen (k—L+1)T und KT keine bzw. keine vollstin-

dige Praambel empfangen wurde. Die Abtastwerte des Entscheidungssignals d(t) gemal
(7-11) stellen Musterwerte dieser Zufallsvariablen dar. Da D GauB3-verteilt ist, geniigt die
Kenntnis von Mittelwert und Varianz. Der Mittelwert ist Null, da die Entscheidungsvariable

fiir 77, nur durch mittelwertfreies Rauschen bestimmt ist. Die Varianz ist gleich der Rausch-

leistung aus (7-7), also
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ol =—0. (7-24)

Der Betrag komplex GauB3-verteilter mittelwertfreier Zufallsvariabler ist Rayleigh-verteilt. Es
folgt

2|d df’
Py (d[172) =%exp[—|a—|2]- (7-25)

D D

Der Zusammenhang zwischen der Vortduschungswahrscheinlichkeit und der Entscheidungs-
schwelle ist dann gegeben durch

®© d 2
2= ] p (o) eno - | (726
dpe GD

Nach Umstellung erhalten wir eine geschlossene Losung zur Bestimmung der optimalen Ent-
scheidungsschwelle fiir mittelwertfreies Gaul3’sches Rauschen:

Ay = Op/~In Py, | (7-27)

Thre Berechnung erfordert die Kenntnis der Rauschvarianz op,” bzw. der Rauschleistungsdich-
te No.

7.4 Leistungsfahigkeit des Optimaldetektors

Im Folgenden wollen wir die Leistungsfahigkeit des Optimaldetektors analysieren. Als Mafle
fiir die Leistungsfihigkeit von Detektoren zur Signalerkennung dienen die in Abschnitt 7.2
eingefiihrten Fehlerwahrscheinlichkeiten Pps (7-13) und Py (7-14). Beide sind Funktionen
der Entscheidungsschwelle di.

7.4.1 Ideale Randbedingungen

Zunéchst nehmen wir ideale Randbedingungen an. Diese sind:

e ideale AKF des Praambelsignals, d.h.

1 7 ; 1 firt=0
pSS(t):E_S_LS(QZH)S (g)dgg:{o fiir t = kT mitk 0 (7-25)

e ideale Abtastzeitpunkte nach dem matched Filter, d.h. 7 =0,
e vor und nach der Priambel kein Nutzsignal, d.h. ausschlieBlich Gau3’sches Rauschen,
e kein Frequenzversatz (v= 0) oder perfekte Frequenzkorrektur vor der Filterung.

Spater werden wir systematisch den Einfluss nicht idealer Annahmen fiir jeden einzelnen Pa-
rameter analysieren.

Der Zusammenhang zwischen der Vortduschungswahrscheinlichkeit Pra und der Entschei-
dungsschwelle ist fiir AWGN durch (7-26) gegeben. Unter Annahme einer idealen AKF gilt
dieser Zusammenhang auch wenn bereits ein Teil der Prdambel im Beobachtungsfenster liegt.
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Fiir die Verpasserwahrscheinlichkeit bendtigen wir noch die WDF fiir den Betrag der Ent-
scheidungsvariablen d[K] unter der Bedingung 77, dass eine Prdaambel vollstindig im Zeit-

fenster zwischen (k—Lo+1)T und KT empfangen wurde. Wie fiir 7, ist auch hier die Zufallsva-

riable D GauB verteilt mit der gleichen Varianz op’, jedoch nun mit einem Mittelwert, dessen
Betrag durch die Wurzel aus der Nutzleistung gemiB (7-8) gegeben ist. Die WDF des Betrags
einer komplexen Gauf} verteilten Zufallsvariablen mit einem von Null verschiedenen Mittel-
wert ist Rice-verteilt. Folglich gilt

2|d df + || d|- ||
p, (|d]|77,) = 20d], { [+ e 2'”1| J-10[2—| ||f“|J (7-29)
o fors op
mit dem Mittelwertbetrag
E,
. e 2 7-30
|/U1| T ( )

Darin ist Ep die Empfangsenergie der Praambel, T die Symboldauer und Iy(.) die bereits be-
kannte modifizierte Besselfunktion der Ordnung Null (siehe auch Kapitel 4, Abschnitt 1). Die
Verpasserwahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch

% _F 2x X2+ |f”1|
Py = { p.(x[77)dx = IG—éeXP[—T T| 2751 . (7-31)

0 D D

Fiir das Integral gibt es keine analytisch darstellbare Losung. Es muss numerisch ausgewertet
werden.

In Abb. 7-4 sind die beiden Fehlerwahrscheinlichkeiten in Abhédngigkeit von der Entschei-
dungsschwelle aufgetragen. Die Verpasserwahrscheinlichkeit ist abhdngig vom Mittelwert z4,
der durch die Praambelempfangsenergie Ep gemal3 (7-30) bestimmt ist. Da Ep = LoEg gilt (mit
Es als Empfangsenergie pro Symbol), besteht zwischen dem Verhéltnis |z4|/op in der Ent-
scheidungsvariablen und dem Verhiltnis Es/Ny am Detektoreingang der Zusammenhang

2
@ =L, 5 (7-32)
Op N,
Es fillt auf, dass die Kurven fiir Py fiir verschiedene Mittelwerte etwa die gleiche Form ha-
ben und nur horizontal gegeneinander verschoben sind (fiir |z4|/op > 4). Dafiir gibt es eine
anschauliche Begriindung: Wir betrachten einen Mittelwert mit einem gro3en Betrag in der
komplexen Ebene. Dann hat offensichtlich die radiale Rauschkomponente (in Richtung des
komplexen Zeigers w) groBBeren Einfluss auf den Betrag der Zufallsvariablen als die tangenti-
ale Komponente. Fiir betragsmifig sehr groBe Mittelwerte verschwindet der Einfluss der
Tangentialkomponente vollstdndig. Die Radialkomponente ist aber Gauf3 verteilt um den Mit-
telwert 14 herum und hat die Varianz 0'02/2- Dies ist in Ubereinstimmung mit der bekannten
Eigenschaft von Rice-Verteilungen, die flir groBe Verhéltnisse |z]/op asymptotisch gegen
GauBverteilungen konvergieren. Deswegen kann (7-31) approximiert werden durch

2
1 X—|u .
Py zJ;O_D\/;-eXp —(O_%J)de Zerfc(%] fur || >> op. (7-33)
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Darin ist erfc(.) die komplementiare Gaul3’sche Fehlerfunktion.

10° ==
7 7
pd 6 /£
// //
102 / /
A / /
=100 o
o / 4
2'\ // //
a 7 /
10* / /
A /
107 / \
7 \““‘ ///I
10°® -
3 4 5 6 7 8 9
dthr/ UD —>

Abb. 7-4: Verpasserwahrscheinlichkeit (durchgezogen) und Vortauschungswahr-
scheinlichkeit (gestrichelt) des Optimaldetektors bei unbekannter Phase in
Abh. von der Entscheidungsschwelle di; Parameter: Mittelwert 4 geman
(7-30) in der Entscheidungsvariablen bei Vorhandensein einer Praambel

Bemerkenswert ist auch, dass von der Prdambel nur deren Energie in die Verpasserwahr-
scheinlichkeit eingeht. Da die Energie sich aus dem Produkt der Leistung des Empfangssig-
nals und der Praambeldauer LT ergibt, hat man beim Systementwurf die Wahl zwischen einer
kurzen Praambel (kleines Ly) mit hoher Leistung oder einer langen Praambel (groBes L) mit
niedriger Leistung.

In einem ausgewogenen Systementwurf wird man die Prdambel mit gleicher Leistung wie die
Nutzdaten senden. Ferner ist man i.A. daran interessiert, dass das Es/Ny (mit Es = Symbol-
energie), das zur Telegrammdetektion erforderlich ist, nicht primér durch die Praambeldetek-
tion begrenzt wird. (Die Telegrammdetektion setzt sich zusammen aus der Pradambeldetektion
und der Detektion der nachfolgenden Nutzdaten). Die Praambeldetektion sollte i1.A. also zu-
verldssiger sein als die nachfolgende Nutzdatendetektion. Man ermittelt zunéchst fiir die Da-
tendetektion ein erforderliches Es/Ny z.B. fiir eine gewiinschte Blockfehlerwahrscheinlichkeit
Py Bei diesem Eg/Ny sollte Py < Py sein. Aus vorgegebenen Werten fiir Pra, Py und einem
Es/No, bei dem diese Werte einzuhalten sind, ergibt sich die erforderlich Praambellédnge L.

Beispiel 7.2:

Gegeben sei ein Telemetriesystem mit folgenden Sendeparametern:

Symbolrate: 10° Symbole/s
Telegrammlédnge (inkl. Praambel): N = 100 QPSK-Symbole
Lange der Praambel: Ly =36 QPSK-Symbole
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Tastverhiltnis (engl.: Duty cycle): d, = 107
(= Verhiltnis von Sendedauer zur Summe aus Sendedauer und mittlerer Pausen-
dauer)
erforderlich sei ein E¢/N, =1 (0 dB), um eine Blockfehlerwahrscheinlichkeit von
10% nicht zu tiberschreiten.

Gewlinscht: Im Mittel maximal eine Vortduschung in 10 Perioden

Ermittlung der Entscheidungsschwelle:

Bei Abtastung im Symboltakt gibt es Np = N/d. = 10° Abtastwerte pro Periode,
d.h. 10° Werte in 10 Perioden; = Pra = 107

Entscheidungsschwelle aus Abb. 7-4 (gestrichelte Kurve): d, (Pp,=10°) = 3,705,

Ermittlung der Verpasserwahrscheinlichkeit:

Fir Eg/N, =1 folgt aus (7-32) mit Lo=36: |1 |/op = 6. Aus Abb. 7-4 liest man
Py =410 ab.

Fir Py, = P;; = 0,1 ergibe sich durch lineare Interpolation zwischen den Kurven
fiir |24,|/0p =4 und |1 |/o= 6 aus Abb. 7-4 fiir d;, = 3,7 op: ||/ op = 4,6. Dafiir er-
gébe sich aus (7-32): L, = 22. Man konnte die Prdambel also etwas kiirzer wihlen.

7.4.2 Nicht ideale Praambel-AKF

Eine ideale Praambel-AKF hat gemif3 (7-28) nur fiir einen Abtastzeitpunkt einen von Null
verschiedenen Wert. Wir wollen nun untersuchen, inwieweit diese Annahme bei linearer Mo-
dulation realistisch ist und welche Auswirkungen es hat, wenn sie nicht erfiillt ist.

Fiir linear modulierte Signale ldsst sich leicht zeigen, dass deren AKF als Faltung der AKF
Pyg(t) des Modulationsgrundimpulses g(t) mit der zeitdiskreten AKF paa[K] der Symbolfolge
al0], a[1], ..., a[Lo—1] darstellbar ist. Mit paa[K] ist hier die aperiodische AKF gemeint. Sie
ergibt sich, wenn man die Symbolfolge zu beiden Seiten mit Null-Symbolen ergéinzt. Es gilt
also

Pss (t): Z pgg (t_iT)paa [I] (7'34)
i=I-L,
. -
mit paa[l]zE— a[K-H]a [K],wobei alk]=0firk<Oundk =L, (7-35)
a k=0
I .
und Pag (t)=E—j g(%+t)g’(9)dg. (7-36)
g —o

Ly-1
Darin ist E; die Energie des Grundimpulses und E, = Z ‘a[lc]‘z die Energie der Symbolfolge.
x=0
Eine ideale AKF bei Abtastung im Symboltakt ergibt sich, wenn g(t) die Nyquist-Eigenschaft

1 firk=0
Pog (KT) = 0 firk 0 (7-37)
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hat und fiir die AKF der Prdambelsymbole

[i]— 1 firi=0 (7-38)
Palll=V0 firizo

gilt. AuBBerdem muss der Abtastzeitpunkt noch optimal passen. Bedauerlicher Weise gibt es
keine endlichen Symbolfolgen mit dieser Eigenschaft. Die besten bindren Folgen (mit BPSK-
Symbolen) sind die nach ihrem Entdecker benannten Barker-Folgen.

Fiir Barkerfolgen gilt lpaall]l < VL, fiiri#0. (7-39)

Es gibt aber nur 7 Barkerfolgen mit den Léngen L, € {2, 3, 4, 5, 7, 11, 13}. Prdambeln beno-

tigen 1.A. aber eine wesentlich groBere Liange (siche obiges Beispiel). Daher sind Barkerfol-
gen fir Priambelsequenzen nicht interessant.

Wesentlich umfangreicher ist das Angebot an Mehrphasenfolgen, wenn man sich auf
|paall]] £ 3/L, fiir i # 0 beschrénkt.

Prinzipiell besteht bei nicht-idealen AKFen das Risiko, dass eines der Nebenmaxima iiber der
Entscheidungsschwelle liegt und damit eine falsche Praambellage vorgetduscht wird. Neben-
maxima erhohen also die Vortduschungswahrscheinlichkeit Pga. Dies ist insbesondere signi-
fikant, wenn das Nutzsignal mit hoher Leistung empfangen wird und dadurch die Entschei-
dungsvariable an den Stellen der Nebenmaxima ein hohes Verhéltnis ||/ op aufweist, wobei
|to| die Amplitude des Nebenmaximums bezeichnet. Jedoch ldsst sich dieses Risiko durch
eine einfache Modifikation des Detektionsalgorithmus sehr klein halten.

Erweiterung der reinen Schwellwertdetektion:

Sei ko ein Zeitpunkt, fiir den |d[Ko]| > dg gilt. Dann betrachtet man die Lo—1 folgenden
Werte |d[«]| fiir ko < x < k¢t+Lo und wahlt das Maximum aus |d[Ko]| und diesen Werten
aus. Sofern an der Stelle ko ein Nebenmaximum der Prdambel-AKF war, markiert der
Zeitindex des Maximums aus den Lo Werten mit hoher Sicherheit die Lage des Maxi-
mums der AKF. Voraussetzung dafiir ist, dass die AKF die Eigenschaft |oaq[1]] << 1 fiir
i # 0 besitzt.

Obwohl die AKF realisierbarer Prdambeln nicht-ideal ist und prinzipiell die Vortduschungs-
wahrscheinlichkeit Py erh6ht, so ldsst sich deren Einfluss mit der beschriebenen Mal3nahme
auf eine vernachldssigbare GroBenordnung reduzieren. Die Annahme idealer AKF zur Leis-
tungsanalyse ist dann durchaus gerechtfertigt.

7.4.3 Nicht optimale Abtastzeitpunkte

Die Annahme optimaler Abtastzeitpunkte ist unrealistisch. Im Allgemeinen ist der Abstand
zwischen zwei empfangenen Telegrammen zu grof3, als dass die Abtastphase vom vorherge-
henden Telegramm iibernommen werden konnte. Im Allgemeinen ist a priori auch nicht be-
kannt, von welchem Sender das nichste Telegramm erwartet wird. Man hat also keinerlei
Informationen iiber die optimale Abtastphase. Wie im Kapitel 1 bereits ausfiihrlich dargelegt
wurde, fiihrt dies in den Abtastwerten nach dem auf g(t) angepassten Filter (s. Abb. 7-2) zu
einer Reduktion des Nutzanteils und zu Intersymbolinterferenzen.

Intersymbolinterferenzen kénnen bei der Prdambeldetektion i.A. vernachléssigt werden, wenn
die Korrelationsnebenmaxima von pa3[i] betragsméBig sehr klein gegeniiber dem Maximum
sind. AuBBerdem haben die Intersymbolinterferenzen nur eine statische Verdnderung des Nutz-
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anteils zur Folge, da die Symbole deterministisch sind. Bei idealer AKF gemal (7-38) ver-
schwinden die Intersymbolinterferenzen vollstindig und der Nutzanteil in der Entscheidungs-
variablen d[k] ist durch Abtastwerte der AKF pyq(t) des Modulationsgrundimpulses g(t) gege-
ben. Die Reduktion des Nutzanteils in der Amplitude der Entscheidungsvariablen kann durch
einen Verlustfaktor f,< 1 ausgedriickt werden. Der Zusammenhang aus (7-32) muss entspre-
chend erweitert werden:

2
|/”1| Es (>
VAL _ | =s g2, 7-40
= LoNO . (7-40)

Wie klein dieser Faktor im schlimmsten Fall werden kann, wird fiir zwei Beispiele anschau-
lich in Abb. 7-5 demonstriert.

pqq(t) 1 p(m(t) 1
0,5 I I 0,5...0,64 (Abh. von «)
—[T | Jl' -T T
Rechteckimpuls RRC-Impuls

a) Abtastung im Symboltakt; unglnstigste Abtastzeitpunkte: £T/2

PaaV) |_q Paa(V)

0,85...0,9 (Abh. von «)

_|_|

-T T
Rechteckimpuls RRC-Impuls

T
T

b) Abtastung im doppelten Symboltakt; unglnstigste Abtastzeitpunkte: +T/4

Abb. 7-5: Reduktion der Nutzamplitude in der Entscheidungsvariablen bei ungunstigs-
ter Abtastphase

Bei Abtastung im Symboltakt kann die Nutzamplitude also bis zur Hélfte reduziert werden.
Das bedeutet bis zu 6 dB Verlust im Signal-zu-Rauschleistungsverhéltnis. Bei doppelter Ab-
tastrate reduziert sich die Nutzamplitude beim Rechteckimpuls nur noch auf das 0,75-fache (=
2,5 dB Verlust) bzw. beim RRC-Impuls auf das 0,85...0,9-fache (= 1,4...0,9 dB Verlust).

Hinzu kommt noch eine Erh6hung der Vortduschungswahrscheinlichkeit, wenn die Praambel
nur teilweise im Beobachtungsfenster liegt, da die Nyquist-Eigenschaft bei nicht optimalen
Abtastzeitpunkten verloren geht. Dieser Verlust kann aber mit der am Ende des vorangegan-
genen Abschnitts beschriebenen Methode vernachlissigbar klein gehalten werden.

Nach erkannter Prdambel kann man mit den im Kapitel 6 beschriebenen Methoden einen gu-
ten Schitzwert fiir die optimale Abtastphase ermitteln, der zur Detektion der nachfolgenden
Datensymbole verwendet werden kann.

744 Nutzdaten nach der Praambel

Bisher wurde angenommen, dass die Trainingssequenz ohne weitere Nutzdaten gesendet wur-
de. Dies ist ein typisches Radar-Szenario. Telegramme beinhalten aber immer auch einen Da-
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tenteil. Sie bestehen entweder aus einer Prdambel, der ein Signal mit Nutzdaten folgt oder
einer Midambel, der Nutzdaten vorangehen und folgen. Diese Nutzdaten beeinflussen das
Signal d(t) und erh6hen prinzipiell die Vortduschungswahrscheinlichkeit Pgs sofern man den
Schwellwert dy,, nicht anpasst.

Zur Analyse des Dateneinflusses kniipfen wir an die Betrachtungen von Abschnitt 7.4.2 an.
Dort haben wir festegestellt, dass sich der Nutzanteil in der Entscheidungsvariablen als Fal-
tung der AKF des Modulationsgrundimpulses mit der Faltung der AKF der Praambelsymbole
darstellt. Die Bezichung (7-34) gilt auch hier, jedoch ist in der Definition von paa[i] gemal
(7-35) nun zu fordern, dass a[k] fiir k > Ly eine diskrete Zufallsvariable darstellt, die die Ele-
mente des Symbolalphabets mit gleicher Wahrscheinlichkeit annehmen kann. Die so modifi-
zierte Korrelationsfunktion sei mit p, [i] bezeichnet. Es gilt

Lo 0 fiir k<0
paa i =EL a K'-I-I rnlt a[k] =< Prdambelsymbole fir 0<k <L, (7-41)
a x= A (Zufallsvariable) fir k> L,

Ea bezeichnet nach wie vor die Energie der Praambelsymbolfolge. Fiir i > 0 besteht p, [i]
aus der Summe der aperiodischen AKF p,_, [I] und einer Summe von min{i,Lo} statistisch

unabhéngigen Zufallsvariablen. Da pa4[i] Zufallselemente enthilt, wird es selbst zu einer Zu-
fallsvariablen. Fiir i > Ly werden genau Ly Zufallsvariable addiert.

Der Mittelwert von p., [i] ist gleich dem von p,, [i], da die Zufallsvariable A mittelwertfrei
ist.

Die Abschdtzung der Varianz ist nicht ganz so einfach und erfordert eine tiefer gehende Be-
trachtung. Vereinfachend nehmen wir M-PSK als Modulation fiir Praambel- und Datensym-
bole mit der Amplitude 1 an. Dann ist 0'A2 =1 und E; = L. Fiir statistisch unabhingige Zu-
fallsvariable ist die Varianz der Summe gegeben durch die Summe der Varianzen. Da alle
Varianzen gleich sind, folgt

2 -

> On . g I . ]
O =—>-min{l,L { =—mins—.,1;. 7-42
Pl L2 { 0} | {I } ( )

0

Die Varianz nimmt beginnend mit Null fiir i = 0 also linear mit i zu und erreicht fiir i = Ly den
Maximalwert von 1/L,. Um die Auswirkung auf die Entscheidungsvariable zu erhalten, miiss-
te noch die Faltung mit der AKF des Modulationsimpulses geméB (7-34) betrachtet werden.
Zur Abschitzung begniigen wir uns hier mit der vereinfachenden Annahme einer idealen Ab-
tastphase und der Nyquist-Eigenschaft (7-37). Dann ist die Varianz der gesamten Storung
verursacht durch Rauschen und zufdlligen Datensymbolen in der Entscheidungsvariablen
nach (7-12) ndmlich gegeben durch

-
<Nty Es . (7-43)
T N,
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Darin wurde Ep = Eg-L( mit Eg als Energie pro Symbol substituiert. Bei Anwesenheit von Da-
tensymbolen wird die Rauschleistung No/T durch die Datensymbole also um einen Faktor
erhoht, der im ungiinstigsten Fall 1+Eg/N betrégt.

Abb. 7-6 zeigt quantitativ fiir Es/Ng € {1,2} den Einfluss von Datensymbolen auf die Vortdu-
schungswahrscheinlichkeit Pga fiir i > Ly. Wéhrend die Kurven fiir die Verpasserwahrschein-
lichkeit Py wie oben dargelegt mit zunehmenden Eg/Ny im Wesentlichen parallel verschoben
werden, werden die Kurven fiir Pra gedehnt.

Bei einem vorgegebenen Pra miisste die Entscheidungsschwelle dg,, also um genau den Fak-
tor \/Eg/N,+1 hoher gewahlt werden als ohne Datensymbole. Dazu muss fiir Es/Ny aber ein

Schatzwert vorliegen, was bei Telegrammen mit Priambeln aber gar nicht mdglich ist: Vor
der Praambeldetektion weill der Empfanger nichts tiber das Es/No. In diesem Fall ist eine Er-
hohung der Entscheidungsschwelle aber auch gar nicht nétig. Weil die Prdambel vor dem
Datenteil empfangen wird, empfangt der Detektor die meiste Zeit also ein reines Rauschsignal
und nur fiir dieses muss Pga klein sein. Hat er erstmals eine Pradambel mit der niedrigen Ent-
scheidungsschwelle erkannt, kann aus der Amplitude der Entscheidungsvariablen auf das
Es/No geschlossen werden und die Entscheidungsschwelle konnte fiir die restliche Tele-

grammdauer die Entscheidungsschwelle um den Faktor /1+ Eg/N, erhoht werden.

100 IS ; ; i P 8 S
‘ e /o = = A4 =
R EgNy=1 M1 >/ 7 -
10 o W 7 # Pwm: Verschiebung -
S _.\} 5,(/ 5 \// gegeniber der
- T M- Kurve fiir

10-2 'A = : ,:’/ Es/No =2 _f Es/No=1um
) e , JL (VBN -1)
a 1073} Es/Ng =0 7 ’,.'/
< / /
- . / S 7

10 -/ 2

of Pra: Dehnung um
7/ ey den Faktor
10° [ )t BN
Il’ : = :,f::::::ﬁiﬁﬁ::::::::l:::
/ =
106 / /
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
dthr/ op —>

Abb. 7-6: Auswirkung von Datensymbolen auf die Vortauschungswahrscheinlichkeit
Pea (gestrichelte Linien). Zum Vergleich sind die Kurven mit gleichem Es/Ng
far eine Praambellange von L, = 32 mit dargestellt (durchgezogene Linien)

Ein Abschalten des Detektors wihrend der Nutzdatendetektion wire auch eine Option. In
Sensornetzen gibt es aber i.A. viele Sensorknoten, die alle unsynchronisiert auf derselben Fre-
quenz senden. Dann kann es zu Telegrammkollisionen kommen. Wihrend ein Telegramm
decodiert wird, kann ein Telegramm eines anderen Senders eintreffen. Dann gibt es folgende
drei Moglichkeiten:
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1. Die Empfangsleistung des zweiten Telegramms ist deutlich kleiner als die des ersten.
Dann kann man moglicher Weise das stirkere erste Telegramm noch fehlerfrei deco-
dieren. Bei einer gewissen Uberlappungslinge wire das schwichere zweite Tele-
gramm dann ohnehin nicht mehr fehlerfrei decodierbar. Dann macht es auch keinen
Sinn, dessen Praambel erkennen zu wollen.

2. Die Empfangsleistungen beider Telegramme liegen nahe beieinander und der Uberlap-
pungsbereich ist so grof3, dass beide nicht decodierbar sind. Dann macht es ebenfalls
keinen Sinn, die Prdambel des zweiten noch erkennen zu wollen.

3. Die Empfangsleistung des zweiten Telegramms ist deutlich groBer als die des ersten.
Bei einer gewissen Uberlappungslinge wire das schwiichere erste Telegramm dann
nicht mehr fehlerfrei decodierbar. Es bestiinde aber die Chance, wenigstens das zweite
fehlerfrei zu decodieren. Dies wére der einzige Fall, in dem es sinnvoll wire, den Pri-
ambeldetektor weiter laufen zu lassen, nun aber mit einer hoheren Entscheidungs-
schwelle. Da aber nur Telegramme gesucht werden, deren Leistungen grofler als die
des bereits erkannten sind, ist die Erhéhung der Entscheidungsschwelle unkritisch.

Neben dieser Anwendung gibt es auch Systeme, in denen kontinuierlich gesendet wird und
hin und wieder eine Trainingssequenz eingestreut ist. Im Zuge der Anfangssynchronisation
muss ein Detektor diese erst finden. In diesem Fall wird der Detektor zwar durch die Daten
permanent gestort und man sollte die Entscheidungsschwelle entsprechend der geschitzten
Empfangsleistung gegeniiber reinem Rauschen erhdhen. Andererseits kommt die Trainingsse-
quenz in gewissen Abstdnden aber immer wieder vor, so dass ein Verpassen einer Trainings-
sequenz nicht dramatisch ist. Man kann also eine wesentlich hohere Verpasserwahrschein-
lichkeit tolerieren.

Diese Betrachtungen sollen verdeutlichen, dass die Wahl der Parameter von System zu Sys-
tem sehr unterschiedlich sein kann.

7.5 Praambelerkennung bei unbekanntem Frequenzversatz zwischen
Sender und Empfanger

In einem Telemetriesystem mit unbekannter Ankunftszeit der Telegramme ist die Annahme
einer perfekten Frequenzsynchronisation unrealistisch. Die Differenz zwischen den Frequen-
zen des Sende- und des Empfangsoszillators kommen in vollem Umfang zum Tragen. Wiirde
die maximal mdgliche Frequenzdifferenz nur eine geringe Phasendifferenz iiber die Dauer der
Trainingssequenz verursachen, wéren keine besonderen Maf3inahmen erforderlich. Die Sym-
bolraten in Telemetriesystemen sind i.A. aber sehr niedrig und liegen hochstens in der Gro-
Benordnung von einigen 1000 Symbolen pro Sekunde, so dass die Trainingssequenzen eine
Dauer von mehreren ms haben. Die maximale Frequenzabweichung miisste dann unter 100
Hz liegen. In den Sendern werden aber aus Kostengriinden billige Quarze mit einer Frequenz-
toleranz von ca. 10 eingesetzt. Betrigt die Trigerfrequenz z.B. 400 MHz, bedeutet dies eine
Frequenzabweichung von 4 kHz. Hinzu kommt noch die Frequenztoleranz des Empfangsos-
zillators, die im ungiinstigsten Fall die Frequenzablage noch weiter erhoht.

Um die Prdambel auch bei relativ hohem Frequenzversatz erkennen zu kénnen, muss das Fil-
ter aus Abb. 7-2 erweitert werden. Dazu konnen wir Erkenntnisse verwenden, die wir im
Rahmen der Daten-gestiitzten Frequenzschétzung in Kapitel 4 gewonnen haben. Zur Erinne-
rung: Der ML-Frequenzschitzer basiert auf den Abtastwerten nach der auf g(t) angepassten
Filterung. Sie werden mit den konjugiert komplexen Trainingssymbolen multipliziert und
anschlieBend einer diskreten Fourier-Transformation (DFT) unterzogen. Diese liefert dquidis-
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tante Abtastwerte einer modifizierten Likelihoodfunktion iiber der Frequenzablage. Aus dem
Wert mit dem maximalen Betrag und seiner beiden nédchsten Nachbarn kann dann der ML-
Schatzwert fiir die Frequenzablage mit hinreichender Genauigkeit gewonnen werden. Diesen
Algorithmus kdnnen wir zur Praambeldetektion verwenden. Da die zeitliche Lage der Priam-
bel aber nicht bekannt ist, miissen wir die DFT fiir alle moglichen Zeitfenster der Lange LoT
durchfiihren, die im Abstand der Abtastwerte gegeneinander verschoben sind. Erst wenn die
zeitliche Lage eines Fensters mit der Prdambel eines empfangenen Telegramms iiberein-
stimmt, wird sich der Betrag eines DFT-Wertes deutlich von allen anderen abheben.

Das Blockschaltbild fiir die erforderliche Signalverarbeitung bei Einfachabtastung zeigt Abb.
7-7. Die Im Symbolabstand T vorliegenden L, Abtastwerte werden mit den konjugiert kom-
plexen Praambelsymbolen multipliziert und anschlieBend mittels der DFT in den Frequenzbe-
reich transformiert. Um einerseits den schnellen FFT-Algorithmus anwenden zu konnen, an-
dererseits geniigend dichte Abtastwerte im Frequenzbereich zu bekommen, wird mit einem
Block von N-Ly Nullen auf die DFT-Lénge N (Zweierpotenz) aufgefiillt. Als Entscheidungs-
variable dient nun das Maximum des Betrages der DFT-Ausgangswerte. Erst wenn dieses
Maximum iiber der Entscheidungsschwelle liegt, gilt eine Prdambel als erkannt. Der Fre-
quenzindex iy dieses Maximums markiert dann die wahrscheinlichste Frequenzablage und der
Zeitindex Ko, bei dem das Maximum die Schwelle iiberschreitet, markiert das Ende der Pri-
ambel. Aus den jeweils zugehorigen Abtastwerten und ihrer beiden nichsten Nachbarn kon-
nen anschlieBend die ML-Schitzwerte fiir Frequenz und Abtastphase mittels Polynominterpo-
lation gewonnen werden (siche Kap. 4.1.2.1 und Kap. 6.1).

X[k-1]  x[k-2]

rt) == g'(4t)

Praambelerkennung ja (ko = k: Ende der Praambel)

Parameterschatzung: Zweidimensionale Interpolation
um Ko und ip herum

v v

A A

T |4

Abb. 7-7: Praambelerkennung bei unbekannter Frequenzablage mit ML-Parameter-
schatzung

Es ldsst sich zeigen, dass auch dieser Algorithmus ein optimaler Detektor fiir Prdambeln bei
unbekannter Frequenzablage im Sinne des Neyman-Pearson-Kriteriums ist.

Wir wollen abschlieBend noch die Leistungsfiahigkeit dieses Schitzers analysieren. Zur Be-
rechnung der Vortduschungswahrscheinlichkeit Pra nehmen wir wieder an, dass nur weilles
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Gauss’sches Rauschen am Detektoreingang anliegt. Erfiillt der Modulationsimpuls die Ny-
quist-Bedingung, sind Abtastwerte nach der auf g(t) angepassten Filterung statistisch unab-
héngig voneinander. Die Multiplikation mit den konjugiert komplexen Prdambelkoeffizienten
dndert an den statistischen Eigenschaften nichts. Nach dem Auffiillen mit Nullen und der
Anwendung der DFT ergeben sich wieder komplex GauB3-verteilte Werte. Da sie auch mittel-
wertfrei sind, sind ihre Betrdge Rayleigh-verteilt. Wiirde man genau die Ly Werte - ohne mit
Nullen aufzufiillen - einer DFT unterziehen, wéren die DFT-Ausgangswerte statistisch unab-
héngig voneinander. Dann ergébe sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Betragsmaxi-
mums aus dem Produkt der Wahrscheinlichkeitsverteilungen der einzelnen Zufallsvariablen.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer einzelnen Rayleigh-verteilten Zufallsvariablen D ist
gegeben durch

2
Op

2
Pr{DSdthr}zl—PFA:l—exp(—%j. (7-44)

Fiir das Maximum von L, statistisch unabhidngigen Rayleigh-verteilten Zufallsvariablen gilt
dann

dz )"
Pr{max{D,,D,,..,D }<d,|= Ll - exp[—;h;n . (7-45)

Op

Die Vortauschungswahrscheinlichkeit als Funktion von der Entscheidungsschwelle dy, ist die
komplementire Funktion von (7-45) und somit gegeben durch

N
2
Py =1- (1 - exp[—d#};D fir N = L,. (7-46)

Op

Fiir N > L, sind die DFT-Ausgangswerte korreliert und die Berechnung gestaltet sich wesent-
lich aufwéndiger. (7-46) kann aber als obere Schranke dienen, die gleichzeitig eine gute Na-
herung darstellt, sofern N < 4L, gilt. Grundsitzlich steigt Prs mit der DFT-Léange an.

In Abb. 7-8 ist der Zusammenhang (7-46) graphisch dargestellt. Es wird deutlich, dass durch
die Maximumbildung iiber N Werte die Entscheidungsschwelle deutlich angehoben werden
muss. Fiir N = 64 ist bei Ppa = 10 eine Anhebung von 3 auf ca. 3,6 notwendig. Entsprechend
ist ein um 0,6 hoheres Verhéltnis |z4|/op erforderlich, um die Verpasserwahrscheinlichkeit
beizubehalten. Die Prdambeldetektion bei unbekannter Frequenzablage benétigt generell eine
etwas hoheres Signal- zu Rauschleistungsverhiltnis im Vergleich zum Detektor ohne Fre-
quenzablage.
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Abb. 7-8: Vortauschungswahrscheinlichkeit Pea bei Prdambelerkennung mit unbe-
kannter Frequenzablage nach Abb. 7-1; Parameter: DFT-Lange N (Pwm bleibt
unverandert)

Aus Abb. 7-8 wird auch deutlich, dass eine Verdoppelung der DFT-Lénge und der Praambel-
lange von 32 auf 64 nur noch eine geringe Degradation zur Folge hat. Die Vortduschungs-
wahrscheinlichkeit wird etwa verdoppelt. Dies gilt in guter Ndherung auch, wenn man die
Praambelldnge mit Ly = 32 unveréndert ldsst.

Bei unbekannter Frequenzablage wird der Zusammenhang zwischen dem Verhéltnis |£4|/op in
der Entscheidungsvariablen und dem Verhéltnis Eg/Ny am Detektoreingang noch durch zwei
weitere Effekte beeinflusst, die durch zwei weitere Leistungsverlustfaktoren f, und f; beriick-
sichtigt werden konnen. Zusammen mit dem bereits bekannten Verlustfaktor f; wegen nicht
optimaler Abtastzeitpunkte gilt

Wl | E

B | Ssf6,1, (7-47)
Op N,

Ein Effekt entsteht dadurch, dass das Maximum der Likelihoodfunktion i.A. nicht in den

DFT-Ausgangswerten enthalten ist. Im ungiinstigsten Fall gibt es Abtastwerte bei +2/(NT)

symmetrisch zum Maximum. Zur Abschitzung der Auswirkung auf die Amplitude erinnern

wir uns, dass die Likelihoodfunktion in der Ndhe des Maximums durch eine sinX/X-Funktion

mit Nullstellen bei ganzzahligen Vielfachen von vI/L, abseits des Maximums beschrieben

werden kann. Somit ergibt sich im ungiinstigsten Fall (also bei Abtastung symmetrisch zum

Maximum) ein Leistungsverlust von

2
f,= [ﬂsinﬁj ) (7-48)
Fiir N = 2L, ergibt sich f, = 0,81.
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Der zweite Effekt besteht in einer Reduktion des Maximums der Likelihoodfunktion mit zu-
nehmendem Frequenzabstand. Die Ursache liegt in dem ersten Filter, das mit zunehmendem
Frequenzabstand zwischen Sende- und Empfangsoszillator immer weniger vom Nutzsignal
passieren ldsst. Der allgemeine Zusammenhang bei Wurzel-Kosinusfiltern mit beliebigen
Roll-off-Faktor « ist relativ kompliziert (siche Anhang B). Er ist flir verschiedene Roll-off-
Faktoren « in Abb. 7-9 dargestellt. Zur Abschéitzung moge der Fall o = 0 dienen. Dann ist das
Betragsspektrum rechteckformig und die Nutzamplitude nach dem angepassten Filter ist pro-
portional zur Frequenzablage. Bei einer Ablage von einer halben Symbolrate ist die Nutzamp-
litude bereits halbiert und somit die Nutzleistung um den Faktor f; = 0,25 reduziert. Fiir &> 0
ist der Faktor zwar etwas groBer. Dennoch ist auch hier der Verlust signifikant, weswegen
man die maximale Frequenzablage auf etwa 4 der Symbolrate begrenzen sollte.
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Abb. 7-9: Verhaltnis f; der Nutzleistungen der Signale nach und vor dem auf g(t) ange-
passten Filter in Abhangigkeit von der Frequenzablage des Empfangssignals
bei RRC fur verschiedene Roll-off-Faktoren

Wenn mit groferen Frequenzablagen zu rechnen ist, kann man eine Bank von M parallelen
Detektoren nach Abb. 7-7 aufbauen, wobei M sich aus dem Verhéltnis von maximal mogli-
cher Frequenzablage (auf Grund der Oszillatortoleranzen) und dem gewihlten Schétzbereich
Avimax pro Detektor ergibt. Das Eingangssignal fiir den Detektor m (m=0,1,...,M—1) muss
dann um die Frequenz (M—M/2+1/2)A vinax verschoben werden. Vor einer Entscheidung muss
das Maximum {iiber die Betrdge der Entscheidungsvariablen aller parallelen Detektoren gebil-
det werden. Der maximale Schitzbereich betrdagt dann £Av;,,,xM/2. Durch diese Parallelschal-
tung wird natiirlich die Vortauschungswahrscheinlichkeit weiter erhoht, da nun das Maximum
aus M-N Rayleigh-verteilten Zufallsvariablen gebildet wird. Dies ist der Preis, der filir sehr
grofle Frequenzablagen zu zahlen ist.
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8 Kanalschatzung fiir Eintragermodulation

Bisher haben wir ausschliefdlich einfache, nicht verzerrende Kandle betrachtet, fir die es ge-
nugt, die Phase 8 und die Verzogerungszeit 7 zu schatzen. 7 definiert auch gleichzeitig den
optimalen Abtastzeitpunkt. In diesem Kapitel wird das Problem der Schatzung der Impuls-
antwort des Ubertragungskanals — kurz al's Kanal schatzung bezeichnet — in Systemen mit Ein-
tragermodulation bei linear verzerrenden Kanden behandelt. Allgemein werden linear verzer-
rende Kandle durch ihre Impulsantwort vollstandig charakterisiert, konnen also stets als linea-
re Filter aufgefasst werden. Ist die zeitliche Ausdehnung der Impulsantwort in der Grofen-
ordnung einer Symboldauer oder grof3er als diese, kommt es zu Intersymbolinterferenzen.
Dann ist eine Datendetektion ohne Kenntnis der Impulsantwort des Kanals im Allgemeinen
nicht mehr moglich. Bei verzerrenden Kanden kommt daher der Kanalschétzung eine zentra-
le Bedeutung zu.

In einem Ubertragungssystem setzt sich der beobachtbare Kanal aus mehreren Komponenten
zusammen: Dem Pulsformfilter des Senders, dem eigentlichen Ubertragungskanal sowie dem
Empfangsfilter. Da alle Komponenten lineare Systeme darstellen, ist auch das Gesamtsystem
linear und kann durch eine einzige Impulsantwort beschrieben werden, die sich aus der Fal-
tung der Impulsantworten der einzelnen Komponenten ergibt. Wir bezeichnen die Impul sant-
wort des Gesamtsystems mit h(At). Fir lineare Modulationsverfahren ist dann das Signal x(t)
nach dem Empfangsfilter gegeben durch

x(t)=> a[i]h(t—-iT)+n(t) (8-1)

(s. Abb. 3-4). Fiir h(At) = hod? §At-7) erhdlt man den Sonderfall des nicht verzerrenden Ka-
nals. In diesem Fall ist die Kanalverzégerung mit dem optimalen Abtastzeitpunkt im Empfan-
ger identisch. Im Fall verzerrender Kande mussen wir die Variablen unterscheiden. Die abso-
lute Verzégerungszeit zwischen Sender und Empfanger wollen wir mit At bezeichnen. Den
relativen Abtastzeitpunkt innerhalb eines Symbolintervalls bezeichnen wir wie bisher auch
mit 7 und beschranken seinen Wertebereich auf 0 < 7 < T. Zur Vereinfachung der mathema-
tischen Behandlung treffen wir folgende Annahmen:

1. Dielmpulsantwort ist kausal (h(At) =0 fur At < 0),

2. die Grundverzogerung des Kanals sei Null (d.h. fur ein beliebig kleines At >0 gilt
Ih(At)] > 0),

3. dielmpulsantwort ist zeitlich auf L Symbolintervalle begrenzt (h(At) = O fir At > LT).

Dann hangt das Empfangssignal zu jedem beliebigen Zeitpunkt t von genau L Datensymbolen
ab, d.h. die Summe in (8-1) hat maximal L von Null verschiedene Terme. Die im Symboltakt
gewonnen Abtastwerte des gefilterten Empfangssignals kénnen dann in der Form

-
Ly

x[k]=x(kT +7%)="> a[k—I]h[I]+n[k] mit h[I]=h(IT +7) (8-2)

Il
o

dargestellt werden. Dabel ist zu beriicksichtigen, dass die Abtastwerte h[l] der Kanalimpuls-
antwort noch von 7 abhangen. Zur Vereinfachung der Notation verzichten wir aber auf die
explizite Angabe von 7 . Abb. 8-1 veranschaulicht die Verhaltnisse.
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Abb. 8-1:  Beispiel einer Kanalimpulsantwort der Linge 4T mit Abtastwerten im Symbolraster

Der Kanal kann dann in Form eines FIR-Filters nach Abb. 8-2 dargestellt werden.

alk] [k-1

-1 -1
I

— Z —
|
|

afk-L+1]

a[k-2]
I
() sy
| |
2 =>$° X[K]

Abb. 8-2:  Zeitdiskretes Kanalmodell bei Abtastung im Symboltakt

Zu schétzen sind aso die &quidistanten komplexwertigen Abtastwerte h[l] der Kanalimpuls-
antwort.

Wie bei anderen Schétzverfahren unterscheidet man auch hier
1. datengestiitzte Kanalschétzung,
2. entscheidungsgestiitzte K anal schatzung und
3. datenunabhéngige oder auch blinde Kanal schétzung.

Allen gemeinsam ist, dass die Frequenzsynchronisation vorher erfolgen muss. Im Rahmen
dieses Kapitels wird ausschliefdich die fur praktische Anwendungen wichtigste Klasse der
Daten-gestiitzten Kanalschétzung behandelt. Dazu ist es erforderlich, dass das Sendesignal in
gewissen Absténden eine Folge bekannter Datensymbole —Pilotsymbole oder Trainingssym-
bole genannt — enthdlt, die der Empféanger zur Schatzung der Kanalimpul santwort verwenden
kann. In Mobilfunksystemen ist dies stets gegeben. Zum Beispiel wird in GSM in jedem Zeit-
schlitz eine Trainingssequenz bestehend aus 26 Symbolen in der Mitte eines jeden Zeitschlit-
zes Ubertragen.

8.1 Maximum-Likelihood-Kanalschitzung
Aus der Folge der Abtastwerte x[K] des gefilterten Empfangssignal's betrachten wir sémtliche

Werte, die nur von Symbolen der Trainingssequenz und nicht von angrenzenden Daten ab-
hangen. Wir lassen den diskreten Zeitindex k bel k = 0 fur das erste Symbol der Trainingsse-
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quenz beginnen und bel k=K-1 enden (GSM: K=26), so dass die Werte x[k] fir
L-1 <k <K nur von Trainingssymbolen und nicht von Datensymbolen abhangen. In Matrix-
V ektor-Notation lasst sich der Zusammenhang kompakt darstellen durch

x=Ah+n. (8-3)
Darinist

x=(x[L-1],X[L],....x[K ~1])" ein Spaltenvektor mit K-L+1 Abtastwerten x[K],

(n[L=1],n[L],...n[K —1])T ein Spaltenvektor mit K-L+1 Abtastwerten n[K] des
gefilterten Rauschsignals,

n

h=(h[0],h[1],...,h[L—1])T ein Spaltenvektor mit den Abtastwerten der Kanal-

impulsantwort,
a[L-1] a[L-2] .. a[0]

a[L] a[L-1] .. a[i
a[K-1 a[K-2] .. a[K-L]
eine K-L+1 x L -Faltungsmatrix bestehend aus den
K Symbolen der Trainingssequenz.
Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Rauschvektors n ist eine multivariate Gaul3-
Funktion mit der quadratischen Form n"®:'n=(x—Ah)" ®;!(x—Ah) im Exponenten der
Exponentiafunktion. Darinist @, die Autokovarianzmatrix des Rauschens.

Im Empfanger liegt x vor und A ist a priori bekannt. Fir den ML-Ansatz ist h durch die
Schétzhypothese h zu ersetzen und der Vektor h zu ermitteln, der diese quadratische Form
minimiert.

Fur statistisch unabhangiges Gaul? sches Rauschen, wie es sich bel einem Empfangsfilter mit
Nyquist-Eigenschaft ergibt, ist @, eine Diagonalmatrix mit der Rauschvarianz in den Dia-
gonalelementen. Dann fuhrt der ML-Ansatz auf die Minimierung des Betragsquadrats der

Differenz x— Ah. Die ML-Schétzung ist dann identisch mit dem MMSE-Ansatz. Fiir die
ML-Schatzwerte bzw. MM SE-Schétzwerte gilt bei statistisch unabhangigem Rauschen also
der Ansatz

h= argmﬂin{”x—AﬁHz}. (8-4)

Differentiation nach h und Nullsetzen fiihrt auf die Lésung

h=(A"A) " A"x (8-5)

mit A™ als hermitesche (= transponiert und konjugiert komplexe) Matrix A. Das Produkt A"A

ist eine LxL — Matrix, die wir abkiirzend mit R, bezeichnen wollen und deren Elemente
durch
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K
rﬂV:Za*[k—,u]a[k—v] furu, v=1,2,...,L. (8-6)
k=L

gegeben sind. r,, kann als eine Art Korrelationswert interpretiert werden.

Aus der Beziehung (8-5) kdnnen einige Kriterien zum Entwurf geeigneter Trainingssequen-
zen hergeleitet werden. Damit eine Losung nach (8-5) existiert, muss R, zum Beispiel vollen
Rank besitzen, darf also auf keinen Fall singulér sein. Weiterhin ist anzustreben, dass die Ne-
bendiagonal elemente mdoglichst klein, idealer Weise Null werden. Dies ergibt sich aus einer
ndheren Analyse der Rauschvarianz in den einzelnen Schatzwerten:

(8-3) in (8-5) eingesetzt ergibt
h=(A"A)" A" (Ah+n)
=h+(A"A) A" . (8-7)
Der Schétzfehler ist definiert durch
Ah=h-h=(A"A)"A"n. (8-8)
Die Autokovarianzmatrix des Schétzfehlers erhélt man aus

E[ Ah-AR"]= E[(AHA)lAHnnHA(AHA)l}
=(A"A)"A"E[nn"]A(A"A)"

-1

=0, (A"A) T A"A(AYA)
Einheitsmatrix

=0’ (AHA)_l =0,’R; : (8-9)

Die Rauschvarianz im Kanalkoeffizienten h[l] ist gegeben durch das | +1-te Diagonalelement
der Matrix E[Ah-Ah™]. GemaR der |etzten Zeile aus (8-9) errechnet sich dies aus der Multipli-
kation von on® mit dem | +1-ten Diagonalelement von R_}. Von besonderem Interesse sind

nun Trainingssequenzen, fir die die Summe aller Diagonalelemente — also die Spur der Mat-
rix R, —minimal ist. Derartige Trainingssequenzen werden as optimal im Sinne der ML-

Schétzung bezeichnet.

Nun gilt folgender Satz (ohne Beweis):
Sei A eine beliebige komplexwertige MxN-Matrix und R=A"A. Dann gilt
Spur{R"} > iri mit Gleichheit dann und nur dann, wenn R eine Diagonalmatrix
ist. o

Die Spur der Matrix E[Ah-Ah"] kann als Gesamtschétzfehlervarianz interpretiert werden.

Gemél (8-9) ist sie bestimmt durch die Spur von R;.. GemaR dem Satz ist diese Spur am

kleinsten, wenn Gleichheit gilt, wenn also R} eine Diagonalmatrix ist. Fur optimale Trai-
ningssequenzen ist also die Matrix Ra, eine Diagonalmatrix. Ist die Varianz aler Trainings-
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symbole gleich und normiert auf 1, gilt r,, = K-L+1 fur ale 4. Dann erflllt die Varianz des
Schétzfehlers in jedem Kanal schéatzwert die Ungleichung

2
2 CTN

of>—N
K-L+1

(8-10)
Die Ergebnisse konnen leicht auf hdhere Abtastraten verallgemeinert werden, wenn man sich
auf Raten beschréankt, die ein ganzzahliges Vielfaches N der Symbolrate /T sind. Dazu wird
das abgetastete Empfangssignal in seine N Polyphasenkomponenten zerlegt, so dass jede
Komponente fir die Dauer der Trainingssequenz wieder aus K Abtastwerten im Symboltakt
besteht. Fir jede Komponente wird dann die Kanalschatzung separat durchgefihrt. Die ein-
zelnen Polyphasenkomponenten unterscheiden sich nur durch den Abtastzeitpunkt 7. Fir

jede Polyphasenkomponente erh@lt man schliefdlich einen eigenen Schéatzvektor h.

8.2 Korrelationsmethode

Ein haufig verwendeter ad-hoc Ansatz zur Kanalschétzung besteht darin, die Impulsantwort
durch eine einfache Korrelation des Empfangssignals mit der Trainingssequenz zu schétzen.
Damit das Korrelationsergebnis ohne weitere Nachverarbeitung tatséchlich eine gute Schét-
zung liefert, muss die Trainingssequenz folgende Eigenschaften erfillen:

1. Die Trainingssequenz besteht aus einem Kern von K—2(L—1) Symbolen, der periodisch
zu beiden Seiten hin um jewells L-1 Symbole verlangert wird.

e TS

| L-1 | Kern mit K-2(L-1) Symbolen | L-1 |
\____Y____J \____y____J

\_//

Abb. 8-3: Aufbau einer Trainingssequenz der Linge K fiir die Korrelationsmethode

2. Die zeitdiskrete periodische AKF der Kernsequenz sollte moglichst ideal sein, d.h.

K-L {K—Z(L—l) fur 1=0
(8-11)

Pull]= 2 @ [Kla[k+I]= 0 fir 1<flj<L-1 "

k=L-1

Als Schéatzbasis dienen die Kreuzkorrel ationswerte

pulml= Y & [Kx[k+m]|  furm=01...L-1 (8-12)

k=L-1

Um den Zusammenhang zwischen diesen Korrelationswerten und den Kanalkoeffizienten zu
erhalten, setzen wir (8-2) in (8-12) ein. Damit folgt
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S & [K]S a[k+ m-1]h[1]+ ' [m]
P . (8-13)

h[1] > a [k]a[k+m—I]+n"[m]

k=L-1

- =

P [M]=

o

paa[m_l]

Fur 0 < m< L erhdt man L lineare Gleichungen mit den L Kanalkoeffizienten. Zur weiteren
Verarbeitung stellen wir dieses wieder in der kompakten Matrix-V ektor-Notation dar:

p, =R h+n’". (8-14)
Darinist
T . .
Pax = (Pax [0], P [1] - P [L—1]) €in Spaltenvektor mit pam] aus (8-12),

h=(h[0],h[1],...,h[L-1])' ein Spaltenvektor mit den Kanalkoeffizienten,

n’=(n"[0],n'[1],...n"[L —1])T ein Spaltenvektor mit den Abtastwerten

K-L
n'[m]= > a'[k]n[k+m]| des Rauschsignals,

k=L-1

POl pulll o pall-]]
R o) Pel o pul0] - pall-2)
puli-U] pul2-] . pal0

eine LxL-Toplitzmatrix mit den Werten p,,[I]= >’ a [k]a[k+I] der periodischen
k=L-1

AKF der Trainingssequenz. Die Matrix hat eine gewisse Ahnlichkeit zu Ra, aus der

ML-Schétzung, die Elemente sind jedoch nicht gleich. Insbesondere hat Ra, keine

Toplitz-Struktur.

Schétzwerte fur die Kanalkoeffizienten erhé@t man aus (8-14) durch Linksmultiplikation mit
R’." und Weglassen des unbekannten Rauschens:

h=R.p,,. (8-15)

aa

Von der Trainingssequenz ist zunachst zu fordern, dass die Matrix R, invertierbar ist. Bei
bekannter Trainingssequenz muss ihre Inverse nur einmal berechnet und abgespeichert wer-
den. Bei jeder Kanalschédtzung ist dann nur noch eine Matrix-Vektormultiplikation gemal3
(8-15) durchzufiihren. Eine ndhere Analyse des Rauschens offenbart auch hier, dass eine Dia-
gonalmatrix zu den geringsten Schétzfehlervarianzen fuhrt. Dartiber hinaus entfallt bei einer
Diagonalmatrix die Matrix-Vektor-Multiplikation, da alle Diagonalelemente denselben Wert
haben.

An dieser Stelle wird deutlich, warum die Eigenschaft der idealen AKF gemal3 (8-11) der
Trainingssequenz sinnvoll ist. Nur dannist R, eine Diagonamatrix mit dem Wert K-2(L-1)
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in alen Positionen der Hauptdiagonalen. Deren Inverse ist dann ebenfalls eine Diagonal mat-
rix mit dem Wert 1/(K-2(L-1)) in der Hauptdiagonalen. Somit folgt

- 1
h=—"—p_| 8-16
K_Z(L_l)pax (8-16)

Jeder Kreuzkorrelationswert stellt somit bis auf enen konstanten Faktor bereits einen
Schétzwert aus der Kanalimpul santwort dar.

Analyse des Rauschanteils fir optimale Trainingssequenzen:

’

Offensichtlich gilt h=h+Rn’'=h+————.
K-2(L-1)

Fur die Rauschvarianz in jedem Koeffizienten folgt

~ 2 1 , 2
EUh[I]—h[I]‘ }:(K—Z(L—l))z E[n 1] J
1 2
K2 (&40

Im Vergleich zur ML-Schdtzung ist die Schéatzfehlervarianz um den Faktor
(K-L+1)/(K-2(L-1)) grofRer. Diesist der Preis, der fur eine geringere Implementierungskom-
plexitét zu zahlen ist.

8.3 Vergleich ML-Ansatz / Korrelationsmethode bei GSM

GSM ist ein TDM/FDM-System mit 8 bzw. 16 Kanélen, die auf jeder Tragerfrequenz im
Zeitmultiplex Ubertragen werden konnen. Jeder Zeitschlitz, der Nutzerdaten beinhaltet (der
sog. Normal Burst), hat in der Mitte eine Trainingssequenz zur Kanalschétzung. Die Trai-
ningssymbole sind binar. Die Trainingssequenzen in GSM sind standardisiert und wurden fir
die Korrelationsmethode optimiert. Sie bestehen aus einem Kern von 16 Symbolen, der um
jewells 5 Symbole vor und nach dem Kern mittels periodischer Fortsetzung verlangert wird,
so dass sie insgesamt 26 Symbole lang sind. Es sind 8 verschiedene Trainingssequenzen defi-
niert, die vom Netzbetreiber verschiedenen Funkzellen zugeordnet werden kénnen. Die Bit-
muster sind in Tabelle 8-1 zusammengestellt.

Nummer | Trainingssequenzen

0 00100 1011100001000100 10111
00101 1011101111000101 10111
01000 0111011101001000 01110
01000 1111011010001000 11110
00011 0101110010000011 01011
01001 1101011000001001 11010
10100 1111101100010100 11111
7 11101 1110001001011101 11100

Tabelle 8-1: Trainingssequenzen fiir den GSM Normal Burst in Biniirdarstellung

OO | WIN|
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Die periodische AKF des Kerns jeder der Sequenzen ist bis zu einer Verschiebung von 5
Symbolen ideal, erfillt aso die winschenswerte Eigenschaft gemald (8-11). Fur jede der 8
Trainingssequenzen gilt also

20 16 fur 1=0
raa[l]:kz_;a[kﬂ]a[k]:{o fur 1<) <5° (8-18)

wobei a[k] = +1 der bindren 0 und a[k] = —1 der binéren 1 zugeordnet wird.

Zur Anwendung der beiden beschriebenen Methoden zur Kanalschdtzung fir GSM ist noch
eine Besonderheit zu beachten, die in der Modulation begrtindet ist. In GSM wird die GMSK-
Modulation mit differentieller Vorcodierung eingesetzt. Diese kann in guter Naherung durch
eine quasi-lineare z2-rotierte BPSK dargestellt werden. Die Datensymbole a[k] werden also
noch mit dem Rotationsfaktor j multipliziert, bevor sie tiber den linearen Kana gesendet
werden. Um zu erfassen, welche Auswirkungen das auf die Kanalschétzung hat, ersetzen wir
in (8-2) a[k] durch j*a[K] und erhalten

L
x[k]=Y a[k-1]j*"h[I]+n[K]
=0
L
= ija[k—I]h[l] i +n[K]. (8-19)
1=0 N
]
Der mit dem Rotationsfaktor ™ multiplizierte Kanalkoeffizient h[l] kann nun ebenfalls als
Abtastwert einer fiktiven Impulsantwort interpretiert werden. Wir wollen ihn mit h[l] be-

zeichnen.
Zur Schatzung der Kanakoeffizienten sind also folgende Modifikationen vorzunehmen:

1. Die Abtastwerte x[k] des Empfangssignals sind zunachst mit j™ zu multiplizieren, um
den Faktor vor der Summe in (8-19) zu eliminieren. Somit mussin (8-5) und in (8-12)
X[K] durch j™x[K] ersetzt werden.

2. In den Beziehungen der Abschnitte 7.1 und 7.2 ist h[I] stets durch h[l]=j"'h[l] zu er-
setzen.

Mit diesen beiden Substitutionen sind die beschriebenen Methoden anwendbar. Geschétzt
wird dann natiirlich nicht h[|] sondern h[l].

Fur die ML-Schédtzung sind die GSM-Trainingssequenzen nicht ganz aber nahezu optimal.

2

Fur L < 8 gilt in guter Naherung o,” = KGN C mit K = 26. Fur L = 6 ergibt sich eine Redukti-

on der Rauschvarianz gegenlber den Abtastwerten nach dem Matched Filter von etwa
10l1g20 = 13 dB.

Fur die Korrelationsmethode sind die GSM-Sequenzen optimal fur L < 6. Die Reduktion der
Rauschvarianz kann hier mit 101g16 = 12 dB quantifiziert werden. Der ML-Ansatz liefert also
um ca. 1 dB bessere Ergebnisse als der Korrelationsansatz.

Interessant ist noch eine ndhere Betrachtung des I mplementierungsaufwandes.
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Die Korrelationsmethode erfordert pro Kanalkoeffizient die Berechnung des Ausdrucks
(8-12). Auf den ersten Blick sind pro Summenelement 2 komplexe Multiplikationen erforder-
lich. Da die Datensymbole a[k] aber nur die Werte +1 und —1 darstellen, entspricht die Multi-
plikation mit a[k] aber im ungunstigsten Fall einer einfachen Vorzeichenumkehr, d.h. die Ad-
dition wird durch die Subtraktion ersetzt. Tatséchlich werden also keine echten Multiplikatio-
nen durchgefiihrt. Ferner besteht die Multiplikation eines komplexen Wertes x[k] mit einer
Potenz von j nur aus einer Vorzeichenumkehr bzw. dem Vertauschen von Real- und Imagi-
narteil. Auch diese Operation kann nicht als Multiplikation gezéhlt werden. Tatsachlich ist der
Komplexitadtsaufwand zur Berechnung der Summe aus (8-12) mit 16 komplexen Additionen
bzw. Subtraktionen pro Kanalkoeffizienten anzusetzen. Die abschlief3end erforderliche Divi-
sion durch 16 nach (8-16) ist in Festkomma-Arithmetik als einfache Schiebeoperation um 4
Bits nach rechts zu realisieren und ist damit nicht als echte Division zu z&hlen.

In der ML-Schédtzung erscheint zundchst die Berechnung der Moore-Penrose-Inversen
(AHA)_lAH etwas aufwandig. Diese ist fiir die GSM-Trainingssequenzen aber rein reell und

fur jede Sequenz nur einmal durchzufihren. Das Ergebnis kann in einem ROM-Speicher ab-
gelegt werden. Pro Kanalschétzvorgang ist dann nur noch die Matrix-Vektormultiplikation
nach (8-5) durchzufiihren. Fir jeden Kanalkoeffizienten sind also K—-L+1 Multiplikationen
eines reellen Wertes mit einem komplexen Wert und K—-L komplexe Additionen durchzufih-
ren. Wegen dieser 2(K-L+1) reell-wertigen Multiplikationen ist die ML-Methode daher als
aufwandiger einzustufen as die Korrelationsmethode, die keinen echten Multiplizierer beno-
tigt. Setzt man alerdings den Aufwand zur Kanalschétzung in Relation zu dem Ubrigen Sig-
nalverarbeitungsaufwand in einem GSM-Empfanger, erscheint dieser Nachteil des ML-
Schétzers von untergeordneter Bedeutung.

Zusammenfassung Kanalschétzung in GSM:
e ML-Schétzer etwa 1 dB geringere Rauschvarianz als Korrelationsmethode
e ML-Ansatz bisL = 8 einsetzbar. Korrelationsmethode geht nur bisL = 6.

e Aufwand pro Kanalschétzung fur L = 6 Koeffizienten:

ML-Schétzung | Korrelation

reellwertige Additionen 6-40 = 240 6-30 =180

reellwertige Multiplikationen | 6-42 = 252 0
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Vergleich: Eintrager- mit Mehrtragermodulation |dc
Modulationssymbole
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>
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%Tscélm Allgemeinen: frequenzselektives Fading ©!
nh
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trager W B 5 3
6 4
7 5
8 6 N\
_ ) > [H(f)|
Tre Entwurfsziel: flat Fading Zeit

in jedem Unterkanal
Gleiches Zeit-Bandbreite-Produkt pro Symbol: BT, = AfT_..

L
(1)

OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) i( C

+ OFDM ist ein Mehrtragerverfahren mit
— rechteckformigem Modulationsimpuls der Lange T und Amplitude ]/\/1_'

— Untertragerabstand Af = 1/T, d. h. f, = f,+ nAf furn=-N;, -N,+1,...N,
— Zwei Untertrager unterscheiden sich innerhalb eines
Symbolintervalls um eine ganze Anzahl von Perioden.

* ideales Sendesignal im k-ten Modulationsintervall:

Sorom (1) = \/_ Z a,[k]e®™T fur KT <t<(k+1)T
n=—N;

« Orthogonalitatseigenschaft:
_(k+1)T .
e“”J' e U4 =0 fur n=v

= Keine Kopplung zwischen den Unterkanalen!
= Af = /T ist kleinster Frequenzabstand, bei dem Orthogonalitat gilt

= Gilt auch bei beliebiger Phasenverschiebung der Untertrager
gegeneinander!
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OFDM Modulator

(1)
Jole

TN st TTTnnoononoooonsnnoooopiTToooosTToooossiooososssooooossoooooooog Sre(t)
; Ol 1] —8[K] ';
5 > mapping ——=0 . (>
|, ; 2 =, Re(}
_q:) qu[I] N a'Nz[k] = 2:(>_q:_>
@ = mapping ——=>, T o o
|2 & gl | e
|| 0 == 5 2| gk
33 2 = i/ st
g3 e £ 1 PACF 9(7)
QD <= (Ol i
@© D‘? 0 ——= iz 2 Filte\rzur
a = | K R @ Spektralformung
D O, [1] : LY © - 5
= > mapping ——>N-N, @ - S
$ : g o - D“_S DAC = Digital to Analog Converter
q,(1] ——a4[K] g i
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----------------------------------------------------------------------------------- N,+N;+1 = Anzahl genutzter
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OFDM Demodulator -(a))
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ADC = Analog/Digital Converter
TP = Tiefpass (zur Unterdriickung der Spektralanteile um —2f, herum)
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Erzeugung des OFDM-Signals mittels IDFT |(d():
Signalabtastung mit Abtastperlode T
jZnnKJiK . 1_
(KT + T, ) = s[k, x] n§l T fir 0<k< T

Far T/T,, = N (mit N> N,+N;+1) erhalt man N Abtastwerte pro Symbol gemal

27Nk

\/WZan[ke N fir 0<x<N
Tx N==N;

Die Anzahl genutzter Untertrager ist gegeben durch N, = N,+N,+1.

s[k, x]

= Die Abtastwerte gk, xj im k-ten Symbolintervall ergeben sich aus der IDFT
der Lange N der Datensymbole a [K]. Die Datensymbole a [K] der nicht
genutzten Untertrager werden zu 0 gesetzt.

N ist vorzugsweise eine Potenz von 2, um den effizienten FFT-Algorithmus
anwenden zu kdénnen.

Anm.: gk, x] ist so normiert, dass die Energie pro Symbol unabhangig ist von
der Anzahl N, der genutzten Untertrager.

B

OFDM-Ubertragung Uiber Mehrwegekanale: .(a))
Schutzinterval als zyklische Fortsetzung des Symbols

. 1p 1 1p | 9p 9p | ..
Sendesignal: 2D 2 2p [10p Q Opl| ...
30 3 3p |11p 11 1p| ...
Ih(f)l
Kanal: 'ﬂ‘

A .

' T
Empfangssignal: é (1) T

'« DFT-Fenster —> '<— DFT-Fenster —>i

Auswirkung der zyklischen Erweiterung: Orthogonalitat
bleibt erhalten = keine ICI

_ynchronisation
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L)
Modell des OFDM-Kanals |( ():

Annahme: Das Schutzintervall sei langer als die Impulsantwort des Modulationskanals

a, = = =X,
nic i Funk- " = =X
+ 1l [ o Pler-loAck-{agk~ —1g () Pl ADC =G o | [
a, = == kanal ==L X
. o o wlall .
RPN Modulationskanal L B Xy,
OFDM-Kanal: Ubertragungsmatrix H
N-1
Fir den Untertrger v gilt allgemein: X, = Zanan
n=0
in Matrix-Vektor-Notation: X=H-a
Xo Hoo Hoa =+ Hina Q,
X H H -+ H
mit X=[ ' | H=| Mo 2N | ynd a=|
_XN—l_ _HN—1,1 HN—1,2 HN—l,N—l_ _aN—l_
bei idealem OFDM: X =H a,
_gersynchronisation
()
OFDM Zusammenfassung |dc

« Aufteilung eines hochratigen Datenstroms auf mehrere parallele
niederratige Datenstrome, die auf verschiedene Untertrager
moduliert werden (FDM)

» Sendesignal wird durch IDFT der Datensymbole erzeugt.

« Entscheidungsvariablen im Empfanger werden mittels DFT
gewonnen.

« Einfache Kanalentzerrung mittels Division durch die
Kanalubertragungsfaktoren der einzelnen Untertrager

» Die Untertrager sind innerhalb eines DFT-Fensters orthogonal
zueinander.

» Schutzintervall vor jedem Symbol gefullt mit der periodischen
Fortsetzung des Symbols verhindert bei Mehrwegeausbreitung
— ISl und
— |ICI (Untertrager bleiben orthogonal)

_gersynchronisation
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9 Synchronisation bei Mehrtragermodulation |(d%

9.2 Anforderungen an die Synchronisationsparameter

- Frequenzablage
- Abtastratenablage
- Zeitablage des DFT-Rahmens

B
.(1)
Bezeichnungen I(d():

OFDM-Symbol
Schutzintervall «— DFT-Fenster

Tragerfrequenz fy — 0
Q)
: -1

Untertra

_Nl
~N,-1

-N/2

Zeit

Ts T
N. Abtastwerte N Abtastwerte




Auswirkungen von Frequenz- und Abtastratenfehler auf .8))
die Entscheidungsvariablen 1aC

Bezeichnungen:

a[K] das komplexe Datensymbol auf dem n-ten Untertrager im k-ten
Symbolintervall
Try Abtastintervall im Empfanger bei einfacher Abtastung

(d. h. N Abtastwerte im DFT-Fenster)
H [K] = [H[K]|gmK: Kanalibertragungsfaktor auf dem n-ten Untertrager

Definitionen:
NT,, —T  NT,
relativer Abtastratenfehler: g =—R —=_R_]
T T
relativer Frequenzfehler: g = fCA_f fc = fCT — ch
_ T—7T
relativer DFT-Zeitlagefehler: & = T
Interkanal Interferenz (ICI) durch Frequenzfehler .8))
(&< 0.5, &=0) 1AC
Verschiebung des Spektrums um —g -Af :
Nutzamplitudg
" 2 3

Tx Untertragerindexn: -3 -2 -1 0

)

.

R

Rx Untertragerindex v: -3 -2

1 2 3

Interkanal-
Interferenz




B

Interkanal Interferenz (ICI) durch Abtastratenfehler .8))
(Nl& < 0.5, §=0) IaC

Untertragerspektren: verschoben um nep-Af und
gestaucht bzw. gedehnt um den Faktor /(1 + &)

Nutzamplitude

4 5 6

Tx Untertragerindex n :
= |[<=-Nng

/

fT—
Rx Untertragerindex v: 0 1 ) 3 4
Intérkérial-
Interferenz
| ()
Empfangssignal |dc
» Beschrankung auf Abtastwerte eines DFT-Fensters
* Annahmen zur Vereinfachung der Betrachtungen:
— Keine ISl im DFT-Fenster
— kein Rauschen
— Ubertragungsfaktor fiir jeden Unterkanal ist konstant tiber T
Empfangssignal innerhalb des DFT-Fensters des k-ten Symbols:
N, ﬂ_ )
r(t):i > a,[kle 12 |H k]le el fir Ty <t—K(T+Tg)<T+Tg
ﬁ n=-—N,;
Abtastwerte innerhalb des DFT-Fensters (k wird ab jetzt weggelassen):
1 A e KTy +eF
rlx]=— = Zan|H |eine™” T 0< < N
n=—N;

N, ; —(n+e &
- z a'n|Hn|eJ(/7ne12 (n+ f)(1+T) mit (o;:(pn+2ﬂ'(n+€f)8,:




B

: : . 3} .\(p)
Entscheidungsvariable flr Untertrager v |(d():
\/TRx ~ -1 — 0, ~i27kv/N
r e’'e TN N1
V N x=0 V

r [K] — Z a |Hn|ej(p’,‘ej2m((n+€f )(1+er)/N

\ NTRX n=—N;
j2m— (n v+£n)/ .

1 N-1 N,
_ = n eJ;on %e BN mit |E,=&; T NE HE&;
N, [H, Vertauschen der
N . Summationsreihenfolge
1 2 Hy (g - 127z—(n V+E,)
n=—N1 v k=0
& N-1 . 1-x (N-2y2 X / _XN/2
X'=—=X —_—
;0 1-x X252 |y
_ L& Hy| e e @) g
N Z %~ (€ € iz(n-vegy) /N _ - im(n-vee)/N
n=—N; HV e —€
N o, A N-1 n-v .
=Y a e ot Fora)]  (-1)"" sin(ze,)
T H, Nsin(z(n-v+e, /N)

Hoo (e )= Untertragerkopplungsfaktor

chronisation

F

bl = ide
Frequenzablage (& = 0) Jo[e
Nutzleistung im Subkanal v: P= E[|av|2}[ N S_in((”gf/)N)]

sin(ze,
ICl-Leistung im Subkanal v: R = Z E [Nsm( S(:(_ﬂf;)g )/N)J

n#v

Bei Annahme gleicher mittlere Empfangsleistung auf allen Unterkanalen folgt:
F)|c| W
W'sin? (ze, /N) Z
M2 sin® (z(n-v+g)/N)

n#v

1

N, sin(ze, /N) 2
n——ZNl Sin(Jr(n—v+gf )/N)J
3

(72, )

Es lasst sich zeigen, dass |CIR=

>| eine gute Approximation fur g < 0.5 ist
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i 1)
Einfluss des Frequenzfehlers (& = 0) |(d%
. . P 1
Carrier to Interference Ratio: CIR, =5*=

[ sn{e, /N) J
)

= 3dB weniger ICI
an den Bandgrenzen

60
50 \\
= fir & < 0,2 fallt CIR mit 40 AN
20 dB pro Dekade ab. T \\
Fir groRere o N
Frequenzfehler geht Ezo s . 3
10IgCIR asymptotisch 5 10 NN (7e, )2
gegen -« dB. N
0 exakt —X,
\\
10
103 102 10" 100
& —
Einfluss des Frequenzfehlers bei OFDM auf die .(a))
Bitfehlerwahrscheinlichkeit fur QAM-Konstellationen 1dC

100

101

10-2

0 4-QAM  16-QAM  64-QAM

Bitfehlerwahrscheinlichkeit p, —

=, “:‘\
y ..,“ \\‘\
\ A \ k
\‘." \\\‘\“ .\‘\ \
4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
10IgE, /N, [dB] —

10-4
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(1)
Anforderungen an die Genauigkeit der Tragerfrequenz |(d():

+ Relativer Frequenzfehler bzgl. Untertragerabstand Af : & < 0.01
* Untertragerabstand
— bei WLAN nach IEEE802.11: Af =312,5 kHz
— bei DVB-T, 2k-Mode: Af =4,464 kHz
— Bei LTE: Af =15 kHz
* Absoluter Frequenzfehler: & Af
— bei WLAN nach IEEE802.11: g Af < 3,125 kHz
— bei DVB-T, 2k-Mode: &Af <45 Hz
— Bei LTE: &Af <150 Hz
* Relativer Frequenzfehler bzgl. Tragerfrequenz: & Af/ f,
— bei WLAN nach IEEE802.11: f.= 2,4 GHz = & Af/f,<1,3ppm

— bei DVB-T, 2k-Mode: f.=800 MHz = g Af/f, < 0,056 ppm
— BeiLTE: f ~2,6 GHz = & Af/f < 0,056 ppm
_ynchronisation

E
Abtastratenfehler (& = 0) I(a )():

. 2
Nutzleistung im Subkanal v: P = EDaVﬂ[ N S_':((”VST/)N)J
sin(zve;

2

N2
ICI-Leistung im Subkanal v: Po= D E

n=-—N;
n#v

sin(zne;) i
Nsin(z(n-v+ne )/N)
Bei Annahme gleicher mittlerer Empfangsleistung auf allen Unterkanalen folgt:

( sin(zve, ) T
Nsin(zve; /N
CIR = PPS _ (zver /N) 2
o & sin(zne; )
<\ Nsin(z(n—v+ne;)/N)

Mit sinx = x und der Vernachlassigung kleiner Terme kann folgende Naherung
hergeleitet werden: 1

CR =——
e\ v? e N,

8,0
H,
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. (1)
Einfluss des Abtastratenfehlers (& = 0) |d C
80 ey
70 / \""m\_/
N — T .
\\\\ \\\ gT =
: T -
| 50 Ll TNy G
8 / ey, | 20dB ~
= 77 \\\‘\»\ \\\\\Z I
O 30 i = 100ppm
o I . ]
20 R SN g Q
) 4
10 7 1000ppm
I >
ol Neer =64 Neer = 2048
N, = 53 N, = 1705 ANGAE
N
-10 — — >
1 10 100 1000
Rx Untertragerindex v —
_nchronisation
. (1)
Einfluss des Abtastratenfehlers (& = 0) |d C

CIR = L
£ (v2”+ Nuj
3

+ CIR fallt mit zunehmenden Abtastratenfehler ab:
mit 20 dB / Dekade (linear in doppelt logarithmischer Darstellung)

+ CIR fallt mit wachsendem Untertragerindex ab:
mit 20 dB / Dekade (linear in doppelt logarithmischer Darstellung)
+ CIR in der Mitte des Spektrums begrenzt durch Anzahl N, der
Untertrager ( = -101g&?N,, [dB] fur v = 0)
* CIR an den Bandgrenzen um 3 dB hoher
wirkt sich aber nur auf die letzten 5 Untertrager aus.




N

(1)
Anforderungen an die Genauigkeit der Abtastperiode |(d():

* Abschatzung aus den Analysen eines Frequenzfehlers:
* Aus &<0.05folgt CIR>21dB
* Aus CIR > 21 dB fur den ungunstigsten Untertrager folgt

— bei WLAN (v, = 26): & < 2 %o
— bei DVB-T 2k-Mode (., = 852): & < 0.06 %o
— bei LTE (v, = 660): & < 0.05 %o

* Wesentlich schwachere Forderung als bei Frequenzschatzung

* |.A. wird die Abtastrate aus demselben Oszillator gewonnen wie die
Tragerfrequenz = Fehler in der Abtastperiode tolerierbar, wenn
Anforderung an Frequenzgenauigkeit erfullt ist.

N

| | . ()
Fehler in der Zeitsynchronisation |dc
OFDM-Symbol

Schutzintervall <—— DFT-Fenster im Sender ———>

| | |

]

Ts DFT-Fenster im Empfanger —
%ngé

Fehler in der Zeitsynchronisation = zyklische Verschiebung im Zeitbereich
* Phasenfehler ¢, = 2mg- auf dem Untertrager n (unkritisch)

* Intersymbolinterferenz, wenn Impulsantwort des Kanals
langer ist als T — &T.

_ynChronisation
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(1)
9 Synchronisation bei Mehrtragermodulation |(d():

8.3 Daten-gestutzte Kanalschatzung bei OFDM

.

.(1)
Kanalschatzung bei OFDM |( ():

» Werte nach der DFT im Empfanger bei ideal orthogonalen Untertragern:
Ri[K] = a,[K]-H,[K] + Ny[K]
mit N [K] als Gaul¥’'sches Rauschen auf dem n-ten Untertrager

* In den heutigen OFDM-Systemen wird ausschliel3lich Pilot-basierte

Kanalschatzung angewendet  _  Beispiel: Pilotmuster fiir DVB-T
A I N U O N
X
Pilot-basierte Kanalschatzung: S |
= = =
1. Schatzung der Kanallbertra- o ]
tragungsfaktoren H_[k] an den ‘@ ] I I
Stellen der Pilotsymbole: *q:') ]
5 R [K] B ] -
H k = \= H k +N k - T T T T T T T T T T
o[K] (= Halkl+ N7 [K]) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

k
an[ ] Zeitindex k —»

2. Schatzung der Kanallbertragungsfaktoren an den Stellen der
Datensymbole mittels linearer Interpolation




N

2D-Interpolation (1) I(a)():

Pn,k sei die Menge aller Indexpaare 1 1 T T T [ 1T [ 7T T 1]

(v, x) von Pilotsymbolen, die zur
Schatzung von H,[K]
herangezogen werden.

Bsp.: rote Felder im gelben Gebiet

Zur Vereinfachung der Notation
ordnen wir den Elementen von P,

einen linearen Index p zu
(p=12,...,P mit P = Machtigkeit
der Menge; im Beispiel P =12).

=

Bezeichnung der zugehdrigen j = I
Ubertragungsfaktoren : -
I I

Hy,:=H,[K] — T

Untertrégerindices vn—

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
H,=H, [x, ] firp=12,...,P mit (v,,x,)e P,  Zeitindices k x—

N

_ A7)
2D-Interpolation (1) I(d():
Ansatz: lineare Interpolation, die die | —

Fehlervarianz minimiert (MMSE): | o N I

~ P ~
H0=Z;prp
p=

z: R F [
mit den Gewichtsfaktoren =) \\
Wy, Wo, ... Wp X \\
2 \\\ s \|
G- ]
In Vektornotation: 8:\F i\ M .
- - T
H,=w'H g: ﬁ [
=y
; 1 ] [
mit  H=[H,H,,...H,]
[ [
.
und W =W, Wy, Ws | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Zeitindex k =

_ynChronisation
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i
2D-Interpolation: MMSE-Ansatz (1) I(dC

Die optimalen Gewichtsfaktoren ergeben sich aus dem Ansatz
. ~ 12
Wouse = &G mm{EDH0 —w' H‘ }}

Zur Losung kann das Orthogonalitatsprinzip angewendet werden:

E[(HO—WLMSE-ﬁ).ﬁH}o

yH T o - | — T T
E[ Ho-H" |-Wjee - E[ H-H" | =0 Wl R=p
Kovarianzvektor p* Kovarianzmatrix R

T T o1
Wywse =P R

Der minimale quadratische Fehler wird Gblicher Weise mit J.;,, bezeichnet.
Fur das k-te Symbol im n-ten Untertrager ist er gegeben durch

Jun(HalKD) = E{[H, [K]] | -p"Rp

Woher bekommen wir die Korrelationswerte?

ynchronisation

B

1)
2D-Interpolation: MMSE-Ansatz (2) |(d():

R =E[H,-H; ] und  p,=E[H,-H, ]
Mit H,=H_+N_ folgt
R, = E[Hp-H;]+E[Np-N;]+F[Hp-N;]+E[Np-H;]

Vv

=0 fa? p#q =0 =0

E[H,-H,| fir pzq

R = EUHDH+G§, fur p=q

Ebenso erhalt man
p,= E[H0 : H;]

= R und p sind durch die Zeit-Frequenz-Korrelationsfunktion
des Kanals und die Rauschvarianz bestimmt!

_ynchronisation
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: )
2 x 1D-Interpolation |(d():
Motivation: ]
2 x 1D Interpolation weniger | I I
aufwandig als 1 x 2D ]
Zwei Méglichkeiten: = - —
c
1. Zuerst in Zeitrichtung, dannin | |
Frequenzrichtung (DVB-T) = T-
q g ( ) 2 — -
2. Zuerst in Frequenzrichtung, oy
dann in Zeitrichtung "1:3: | = [
Welche zu bevorzugen ist, hangt £ I | I
vom Pilotmuster ab. =
= =
[ [

01 2 3 4 5 6 7 8 9
Zeitindex k —

B

(1)
Wiederholung: Abtastung in Zeit- und Frequenzrichtung |(d():

Zeitbereich Frequenzbereich
Abtastung im %,(t)- D &(t—KT) _Z X (0-na;)
Zeitbereich A m
‘6@279‘ w

Abtastung im
Frequenzbereich

Abtastung im Zeit und
Frequenzbereich




N

| . (1)
2 x 1D-Interpolation: Anforderungen an das Pilotmuster |QC
Abtasttheorem muss in Zeit- und < [T
Frequenzrichtung erfillt sein! o

quenzrichiung eriuft set C | — —

Sei D, die Differenz der Zeitindices E’, I
und D, die Differenz der Unter- @ ||— - -
tragerindices benachbarter 5
Pilotsymbole. £ = . s

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zeitindex k —

FUr eine Uberfaltungsfreie Abtastung der zeitvarianten
Kanalubertragungsfunktion sind folgende Bedingungen hinreichend:

T 1
D, <
AT, 2o ma (THTg)

D, <

D max

Fur eine 1D-Interpolation sind die Bedingungen notwendig!
A1, maximale Verzdgerungsausdehnung der Kanalimpulsantwort
Af: Untertragerabstand
foma.  Maximale Dopplerfrequenz
T+Tg:  Dauer eines OFDM-Symbols incl. Schutzintervall
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10 Anwendungsbeispiele

10.1 Anfangssynchronisation in GSM

University Erlangen-Nurnberg
Institute for Digital Communications

B

GSM Basisparameter der physikalischen Schicht
GSM900 DCS1800 PCS1900 (USA)
Frequenz- MS — BS (Uplink) 890-915 MHz 1710-1785 MHz 1850-1910 MHz
bander BS — MS (Downlink) 935-960 MHz 1805-1880 MHz 1930-1990 MHz
FDM-Para- Duplexabstand 45 MHz 95 MHz 80 MHz
meter Tragerabstand 200 kHz 200kHz 200kHz
Anzahl Frequenzkanale 124 374 299
TDM-Para- Zeitmultiplexfaktor 8 fur Vollratenkanale, 16 fur Halbratenkanale
meter Nutzbits pro Zeitschlitz 114
Zeitschlitzlange 156,25 Bit = 15/26 ms = 577 us
TDM-Rahmenlange 60/13 ms = 4,615 ms
Datenraten Modulationsrate 13/48 Mbit/sec = 270,83 kbit/sec
Bruttorate Vollratenkanal 22,8 kbit/sec
Bruttorate Halbratenkanal 11,4 kbit/sec

_rsyn.:hrorlisation
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1)
Prinzip der Zeit- und Frequenzzuordnung |(d():

4,615 ms
=

EENNEENNNNNEENNAN NENNEEE DERNNARENNNNNEEENEED
NN NRRRNNRRNNARNNRENNY4NNE NERRENE NERRNNRRENNR

TfQHIINI N NNEEEEN RENENNANENNNRENNNERNUEAN BEED
7 7

\
S R

f, 10112341516 7|0/ 1 M3l4/5]6/7|0/1/2/3/4151617|011 2'3l4I5/6/7|011 BI3l4/5/617|0/ 1 314I5/6]7]

1 2 4 -
0 3 TDM Rahmen-Nr.

[ ] BCCH (Broadcast Control Channel, no hopping)
B TCH1 (Traffic Channel 1)
B TCH2 (Traffic Channel 2)
[ ] TCH3 (Traffic Channel 3)

—h
~

Frequenz —»

—h
w

.

(1)
10.1 Anfangssynchronisation der Mobilstation |(d():

» Aufgaben:
1. Auffinden der Frequenz mit dem Broadcast Channel (BCH)
2. Frequenzsynchronisation auf 0.1 ppm Genauigkeit
3. Zeitlagesynchronisation
4. Rahmensynchronisation

+ BCH-Eigenschaften:
Konstante Sendeleistung auf BCH-Frequenz
Kein Frequenzspringen auf BCH-Frequenz
Spezielle Zeitschlitze fur die Anfangssynchronisation




L L (1)
Zeitschlitze fur die Anfangssynchronisation IdC
156,25 Bits
3 142 ,0“-Bits 3/ 8,25
Tail Tail
(000) Frequency Correction Burst (FCB)
3 39 64 39 3| 8,25
Tail Trainingssequenz Tail
(000) Synchronisation Burst (SB)
3 142 feste Bits 3| 8,25
Tai Tail /‘
(000) Dummy Burst
Schutzabstand
(1)
BCH Rahmenaufbau |dc
012 ... 50
1 T T \ T 1 1 T 1 T
BCCH CCCH F CCCH | CCCH F CCCH | CCCH F CCCH| CCCH F CCCH| cccH ||
[ 1] [ ]| [ [ ] \ [ | ] [ 1] [ 1] [ | ] [ 1] [ | ]

» FCB-Periode:

F=FCB S=SB

| = Idle frame

4 mal 10 Rahmen (80 Zeitschlitze),
1 mal 11 Rahmen (88 Zeitschlitze)

» Abstand SB zum FCB: 7 Zeitschlitze




Kurzzeitspektren in der Umgebung des FCB i(( )

h: Empfangersynchronisation

L . ()
Grobe Zeitschlitzsynchronisation IdC
Kanal- Bandpass gleitende )
—» selektions- —<" ——>| f_=1/4T —| Mittelung — D'Z'tZ’li'tor —
filter B = 20 kHz der Leistung

« Kanalselektionsfilter: Bandbreite ca. 180...200 kHz
» Abtastung im Bittakt (270,833 kHz)
« Bandpass:
- Mittenfrequenz = FCB-Frequenz
- Bandbreite = 2* max. Frequenzabweichung des lokalen Oszillators

+ gleitende Mittelung Uber 148 Bits

-h: Empfangersynchronisation
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Signale nach Selektionsfilter und gleitender Mittelung .8))
der Momentanleistung 1aC
? 1.00
BN 0.50
T oo M EAITU AV LW WY e AW
-1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 80 81 82 83
Zeitschlitz
T 1.00 —
1 050 —f
5 =
1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 80 81 82 83
Zeitschlitz
) L)
Frequenzschatzung aus FCB |dc
Kanal- Bandpass ZK |Frequenz- .
— selektions- > f =1/4T Schétzung"gl\e/mglr:}re]te_’,\
filter B =~ 20 kHz pro Burst 9| v
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1)
Prozedur zur Anfangssynchronisation in GSM |(d():

1. Messung der Empfangsleistung auf allen potenziellen BCH-
Frequenzen

FCB-Detektion

Grobe Zeitschlitzsynchronisation (aus FCB-Lage)
Frequenzsynchronisation (Schatzung aus FCB)

Feine Zeitschlitzsynchronisation (aus Trainingssequenz des SB)
Rahmensynchronisation (Info aus SB-Daten)

BCCH-Daten lesen

No R owbd
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Empfangersynchronisation
10 Anwendungsbeispiele

10.2 Empfangersynchronisation bei WLAN (IEEE 802.11)

Universitat Erlangen-Nurnberg
Lehrstuhl fur Digitale Ubertragung

B

| ()
Paketaufbau in IEEES02.11a/g idc
0,8 us 1,6 HS 3,2 us . 0,8 us 3,2 us
<] <l | [
t (GGt t5| t |t | tg] tg [ty 2GI T T Gl| Control |GI| Data 1
‘% 8 us us ————><— 4 us —><— 4 us —
- Signalerkennung « Kanalschatzung * Datenrate Nutzdaten
- AGC « Genaue Zeit-und  |* Paketlange
. Grobe Zeit- und Frequenzsynch.
Frequenzsynch.

Gl = Guard Interval




|

Aufbau eines OFDM-Datensymbols in IEEE802.11a/g

< Gl><— DFT-Fenster —

26
211

Untertragerindex n —

-21 1
-26

()
Jo[e
N =64 (T=3,2 us)

Ng =16 (Tg = 0,8 ps)

* DFT-Lange:
» Schutzintervall:

» Anzahl belegter

Untertrager: N, =52
» Anzahl Pilot-
symbole: N, =4

* Untertragerabstand: Af = 312,5 kHz

____—  Pilotsymbole

|

) . L)
Aufbau der ersten Praambel in IEEE802.11 1AC
< OFDM-Datensymbol -< OFDM-Datensymbol > QAM-
Normales y y Symbole:
OFDM-
Datensymbol, 14i
in dem nur 24 - W + +!
jeder 4 [ T T T T [ | T T T T | +1+J_
Untertréger T [ | | | | 1 | | Il Il | +1 +J
belegt ist. c e e e e e b
>< [ [ [ [ [ 1 [ [ [ [ 1| .
O O e 1]
-'g 4_ I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] —1—J
S 0
.‘E _4_ [ [ [ [ [ 1 [ [ [ [ 1| +1+J
‘.GC-'J -8_ [ [ [ [ [ 1 [ [ [ [ 1| _1_j
> er—+r—F—+—+—+—+—+—+—— -1
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] +1+J
[ [ [ [ [ 1 [ [ [ [ | _1_j
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A7)
Zeitbereichsdarstellung der ersten Praambel in IEEE802|(d():

Re{s(t)} —

Im{s(t)} —

[

\/\M

\/\/V\

\ /\M,

A
/\/\/\ [

S
/v\/\ﬁ

S
/v\/\/\

I
"y

VI

|

,6

| VY

\/\/\/ s —

Die erste Praambel ist ein periodisches Signal mit 10 Perioden.

Die Untertragerleistung wird um den Faktor 52/12 angehoben, damit die
Gesamtleistung identisch ist mit der eines OFDM-Datensymbols.

Praambel hat gunstige Dynamik: Max{|s(t)|} / Min{|s(t)|} = 2,2

N

Entwurf der Anfangssynchronisation fiir IEEE802.11a/g |

de

Anforderungen:

Erkennung eines Signals im Rauschen fur 10IgE/N, > 0 dB

Zeitsynchronisation:
— aus 1. Praambel: Grobe Schatzung des Endes der ersten Praambel;
Genauigkeit: ca. + 1.6 us (32 Abtastwerte bei Einfachabtastung)
— aus 2. Praambel: Genaue Schatzung des Endes der zweiten Praambel;
Genauigkeit: nicht hart definierbar. Je héher die Genauigkeit, desto langer durfen
die Impulsantworten des Kanals sein. Wunsch: ca. £ 0.1 ys (2 Abtastwerte)

Frequenzsynch

ronisation:

— aus 1. Praambel: Grobe Frequenzschatzung mit maximaler Toleranz von +0.25 Af.
— aus 2. Praambel: Genaue Frequenzschatzung mit maximaler Toleranz von +0.02 Af.

Umrechnung von EJ/N, in S\R bei Nyquistfilterung:

E, = Energie pro Symbol pro Untertrager im DFT-Fenster

INR=10Ig

52-E/T _,,

N, -64- Af

_ynChronisation
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.(7)
Entwurf der Anfangssynchronisation fur IEEE802.11a/g |(d():

Randbedingungen:

» Die Abtastrate sollte so niedrig wie moglich sein, d. h.
64 Werte pro OFDM-Symbol = 20 MHz (Einfachabtastung).

« Die Abtastphase 7ist unbekannt, d. h.
7-64/T ist zwischen 0 und 1 gleichverteilt.

« Die Anfangssynchronisation muss unter verschiedensten
Kanalbedingungen (insbesondere fur zeit-dispersive Kanale)
funktionieren.

* Der Kanal kann fur die Dauer der beiden Praambeln als
konstant angesehen werden.

« Ein maximaler Tragerfrequenzversatz zwischen Sender und
Empfanger in der GroRenordnung des Untertragerabstandes
von v = 31,25 kHz soll korrigierbar sein.

B

Testkanale

(1)
1AC

» statischer Ein-Pfad-Kanal mit additiven weif3en Gaul¥’'schen Rauschen

» statischer Zwei-Pfad-Kanal mit gleich-verteilter Phase des zweiten
Pfades mit folgender Impulsantwort (willktrlich gewahlt):

In(7)| —
o
o

0 us 0.3us Verzogerungszeit —
(6 Abtastwerte)
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| ) (1)
Detektion der ersten Praambel IdC

Alternativen:

* Kreuzkorrelation des Empfangssignals mit einer Periode des
Sendesignals

* Autokorrelation des Empfangssignals mit dem um 16 Abtastwerte
verzogerten Empfangssignal.

|
Kreuzkorrelation (1) I(a)():

» Prinzip: Korrelation des Empfangssignals mit einer Periode der
ersten Préambel des Sendesignals (liefert 10 KKF-Spitzen)

Zs rlx+k] fur k=0,12,..

’]‘ K'—l
=
&
48 K —
T
=
&
32 33 34 35 K —

Impulsartlge AKF-Spltzen (Zeltlage genau detektierbar!) aber:
Erkennungssicherheit degradiert bei nicht optimalen Abtastzeitpunkten!




B

Kreuzkorrelation (2) I(a)():

* Rauschunterdruackung: Mittelung Uber den Betrag von 10 KKF-
Werten, die einen Abstand von 16 haben:

R k=352 [ic+i-16]

Warum Betragsmittelung? —

Frequenzablage bewirkt zunehmende Phasendrehung. Bei koharenter
Mittelung wurde der Bereich der zulassigen Frequenzablage zu
sehr eingeschrankt.

fur v=0

R, [Kl —

32 64 96 128 160 192 224  k—s

B

. - : ) (1)
Kreuzkorrelation (3): Qualitat der Zeitlageschéatzung 10C
10— 0.03—,
L ! \
Vi Yy \ /\\'\
{\C2Pfad v 0.02 @ﬂ@ _ ungiinstigste
\ \v ey \ > —Abtastphase
. % 0.01\ <
T \ A\ ungUnstigste%\ 0 }3;\ NE
F 102 KK . Abtastphase s S\
. , § nm = 1 Pfad \
© 1 Pfad 3 .
\ v -0.01 ideale Abtastphase
\ 7
\ b -0.02
ﬂe(ale Abtastphase
103 : : -0.03
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
10lgE/N, [dB] — 10lgE/N, [dB] —

Kanal: statisch, AWGN mit zufalliger, gleichverteilter Phase; v=0

Frequenzversatz bis v < UT ist vernachlassigbar.

_rsyr‘Chrc‘rlisation




B

Kreuzkorrelation (4): I(H’():

Wahrscheinlichkeitsverteilung der geschatzten Zeitlage

A

_gersynchronisation
. . . . ()
Kreuzkorrelation (5): Qualitat der Zeitlageschéatzung 10C
100 ’ 7 7 ;
Kanal: stat. AWGN, 1 Pfad
Frequenzversatz: vT =0...1.8
Abtastphase: gleichverteilt
101 —vu. \7\ P 9
/]\ =
[
<
74
: 10-2 -
A}
rey
o
o 10
104

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
10lg E/N, [dB] —
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Kreuzkorrelation (5): Erkennung des Nutzsignals im i(( )():

Rauschen

Hypothese H,: Nutzsignal vorhanden, IRg[K]| > Ry,
Hypothese H,: kein Nutzsignal vorhanden, [R [K]| < R,
Bestimmung von R;, an Hand von kummulativen WDFn:

100 =
\\\\ ////
_-1 101 \ //
g \\ //
S \ /
'0% 102 \ /
< \ /
S | /
5 100 | URGAMI> Ry | ol | ProbR,[KI| < Ry | H}
= (False Alarm Prob.) | bei E/N,=0dB
\ | (Failure Prob.)
10-4 \ {
o 01 02 03 o04%05 06 07 08 09 1
Rthrlo-znoise%
Wahl von R,
_ynchronisation
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Autokorrelation (1)

» Prinzip: Korrelation des Empfangssignals mit sich selbst (Nutzung der
Periodizitat). Es interessiert nur der AKF-Wert fur eine Verzégerung

von 16 Abtastwelgten:

o [K] :1—16Zr[1(+k]r* k+k—16] fir k=012,.

x=1

(1)
1AC

~

| K| =

0 16 32 48 64 80 9% 112 128 144 k—

Vorteile:
+ unempfindlich gegen Frequenzablagen
+ kaum Degradation bei dispersiven Kanalen (Mehrwegeausbreitung)

Nachteil: flacher Funktionsverlauf Gber den Bereich der ersten Praambel
— weitere Verarbeitung notwendig, um Zeitlage zu detektieren.

_yrlchrorlisation
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Autokorrelation (2) -(a’)

Rauschunterdrickung: Mittelung Uber den Betrag von 9 AKF-
Werten, die einen Abstand von 16 haben:

Rr[k]=égprr[k—i 16)

Warum kann hier koharent gemittelt werden? —

Die Summanden sind AKF-Werte fur einen konstanten Zeitabstand (16
Abtastwerte). = Phase ist fur alle Werte p, [K] identisch.

IR, K| -

0 32 64 95 128 160 192 224
_ngersynchronisation

E
Autokorrelation (3): o((

)
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zeitlageschatzwerte IdC

_ngersynchronisation
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| . . ) ()
Autokorrelation (4): Qualitat der Zeitlageschatzung 1AC
100 _
S V
S 1]
?j\\ \7\\
T 101 ) \1
— \ - 744
w ~
<
A
< 102 L
A
rey
o
% 103]
- Kanal: stat. AWGN, 1 Pfad NN 1
- Frequenzversatz: v/T=0...1.8 A N N
- Abtastphase: gleichverteilt AN N
104 i i i ; \ \ K?\
5 4 3 2 0 1 2 3 4 5
10lg E/N, [dB] —
Autokorrelation (5): Erkennung des Nutzsignals im (1)
Rauschen 1aC

Hypothese H,: Nutzsignal vorhanden, IR, [K| >Ry,
Hypothese H,: kein Nutzsignal vorhanden, |R,[K]| <Ry,
Bestimmung von R;, an Hand von kummulativen WDFn:

100 ; ; T 3
Prob{|R.[Kl| > Ry, | Ho} >
(False Alarm Prob.) ’
% 10 e
< \\ // Prob{IR [K]| <Ry, | H} =
= \ /" bei EJN,=0dB
S 102 S 7 (Failure Prob.)
e
© -3 /
= 10 \ ///
\ /
\ {
104 \ /
0 0.1 0.2 0.3 '“‘ 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
P roie =
Wahl von R:?r‘hr/ noise




| (1)
Implementierungsaspekte (1) IdC

* Kreuzkorrelation:

— Berechnung von p,[K]: 16 komplexe Multiplikationen und 15
komplexe Additionen = 64 reelle Multiplikationen und 32+30 = 62
reelle Additionen

— Betragsbildung: 2 reelle Multiplikationen und eine Addition
(Die Wurzelbildung kann entfallen)

— Gleitende Mittelwertbildung Uber Betrage kann rekursiv erfolgen:
1 .
R, [k]=-=2 |pa [k +i-16]
1043
=R, [k—1]——=|p, [k—16]+ = |p, [k+144]
10" F 10" °

pro Rekursion: 1 Addition, 1 Subtraktion.
— = 66 Mult. + 65 Add. pro Korrelationswert R, [K]

fangersynchronisation

| (1)
Implementierungsaspekte (2) IdC

 Autokorrelation:
— Berechnung von p, [K] kann rekursiv erfolgen:
pu[Kl=25F [k x]r [k—16+ ]
16
= o [K=1] =2 [K]r[K—=16] + =" [k+16]r [K]
16 16

Eine komplexe Multiplikation, zwei komplexe Additionen
= 4 reelle Multiplikationen und 6 reelle Additionen
(erfordert Speicherung der letzten 16 Produkte)

— Berechnung von R [K] kann ebenfalls rekursiv erfolgen;
2 komplexe Additionen = 4 reelle Additionen
(erfordert Speicherung der letzten 9-16 komplexen Werte p,[K])

— = 4 Mult. + 10 Add. pro Korrelationswert R [K]

Autokorrelation ist unter Implementierungsaspekten der
Kreuzkorrelation klar vorzuziehen: Diese Operationen mussen
bei Empfangsbereitschaft permanent durchgefuhrt werden.

_féingersynchronisation
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1)
Frequenzschatzung aus erster Praambel (1) |(d():

Kreuzkorrelationsmethode:

Eine gute Basis liefern die 10 AKF-Spitzenwerte.

j(ZﬂévTﬂooj
Unverrauschtes Empfangssignal mit Frequenzversatz v: r[k]=s[k]e

Es seien k=16i miti =0,1,...,9 die Startzeitpunkte der 10 Perioden
des Sendesignals Dann gilt

K+16i

L[161]= Zs K‘+16I]e.(2” ) fir =019

K‘—l

le/)o Z|S |2 i

K‘—l

Die Werte p,[16i] sind also Abtastwerte einer komplexen Exponentialschwingung

= Zur Frequenzschatzung eignen sich alle bekannten Verfahren (Kay, Fitz, L&R...).

Nachteile: Die Schatzqualitat degradiert mit zunehmender Frequenzablage.

Bei dispersiven Kanalen gibt es weitere Degradationen.

N

1)
Frequenzschatzung aus erster Praambel (2) |(d():

Autokorrelationsmethode:

Ansatz: V= ”iTphase( R [kus]) mit Kk, =arg m9x{| R, [k}

) k
| 2r—vT+gq
Unverrauschtes Empfangssignal mit Frequenzversatz v : r[k] = S[k]e( o )

16 [ o K+k+16i o K+k+6:f|—16vT+%j

P, [k=16i]= 11625[K+k 16|]e o VT+¢°)S*[K+k—16i—16]e_j(

K=l

EvT

:1—Zs[zc+k 16i]s [x+k—16i —16]e e

=1
¢ —Z|S [c+k=16i]" fir k=K,

K'—l

8

ézg“p”[ ~i-16]= —ZZ|sx+k -16i]
i=0

| =0 x=1
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Qualitat der Frequenzschatzung

101

Die Einfliisse von Abtastphasen und Frequenz- -
ablagen bis zu etwa 1.8Af sind vernachlassigbar. -

W\‘ii%@/

L

o | Af—
o
N
i~

VICR‘ =<
[ -
S~
N
.
-3
10 0 5 10 15
10IgE5/N0 [dB] —

20

.

Vergleich: Autokorrelation / Kreuzkorrelation

Die Autokorrelationsmethode

* hat die ungenauere Zeitlageschatzung,
erfullt aber die Anforderungen

 ist sehr robust gegen hohe Frequenzablagen (< 1.8Af)

 ist robust gegen Abtastphasenfehler

- ist robust gegen Anderungen des Kanalprofils

* hat eine signifikant geringere Implementierungskomplexitat

ide
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1)
Feinsynchronisation mit Hilfe der 2. Praambel |( ():

Es konnen die gleichen Methoden wie bei der 1. Praambel eingesetzt
werden.

*  Wegen erhohter Genauigkeitsforderungen ist die Kreuzkorrelation —
jetzt aber fur eine Verzogerung von 64 — vorzuziehen.

* Die erhohte Implementierungskomplexitat ist hier tolerierbar, da diese
Operationen nur fur die Dauer eines OFDM-Symbols pro Datenpaket
durchzuflhren sind.

» Die Empfindlichkeit gegen Frequenzablagen ist kein Problem, da die
Frequenzablage nach der ersten Praambel bereits weitgehend korrigiert
werden kann.

N

1)
Qualitat der Frequenzschatzung |(d():

101

Die Einflisse von Abtastphasen und Frequenz- -
ablagen bis zu etwa 1.8Af sind vernachlassigbar. -

o | Af—
2
N

S

N

0

I

5

(&

:/

14 CR =<
B S
_— Ry
— I~
N\
\\
\@\N
10-3
0 5 10 15 20

10IgEJN, [dB] —
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10 Anwendungsbeispiele

10.3 Empfangersynchronisation bei DVB-T

Universitat Erlangen-Nurnberg
Lehrstuhl fur Digitale Ubertragung

B

()

DVB-T-Parameter idc

2k-Mode 8k-Mode

. T=224 ps T=2896 ys
DFT-Lange N = 2048 N = 8192
Schutzintervall =7,14, 28, 56 ys =28, 56, 112, 224 ps
=64, 128, 256, 512 o= 256, 512, 1024, 2048

Untertragerabstand Af =4,464 kHz Af =1,116 kHz
Anzahl belegter Untertrager N,=1705 N, =6817
Anzahl Pilotsymbole N, =176 N, =701

_ngersynchronisation
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(1)
Ansatz zur Zeitsynchronisation bei DVB-T |(d():

Haufig wird nur ein Bruchteil des Schutzintervalls von ISI ,verbraucht®.

Dann lasst sich der periodische Anteil im OFDM-Symbol zur
Zeitsynchronisation nutzen.

Ansatz: Autokorrelation des nicht verbrauchten Teils des Schutzintervalls
mit dem Ende des OFDM-Symbols, kurz: Gl-Korrelation

.11 =ZD:r*[I —d]-r[l—d+N]  mit | = k(N+Ng) + k

Ng N
ISI|<—D—

E—

— > prr[l]
I-D 1I
0 32 64 96 128 160 192 224 | —
ersynchronisation
: : : N (1)
Entscheidungsmetriken zur Zeitsynchronisation |dc
D D
Definitionen:  p,[11=> r'[I-d]-rll -d+N] PII1=>"|r[I-d]F
d=1 d=1

* Maximum Correlation (MC) Metric
| =argmax{| p, 1]}

* Maximum Normalized Correlation (MNC) Metric
" = argmex 2| p, (11
' P[]+ P[l + N]

*  Minimum Mean Squared Error (MMSE) Metric
I :argmlin{P[I]+ P[l +N]-2Re{p,[1]}}

* Maximum Likelihood (ML) Metric

= . NR
| =argmin (P[I]+ P[l + N])-2Re I
amin{ s (Pl Pl ND)-2Ref 1]}
—ersynchronisation




Eigenschaften korrelationsbasierter

Entscheidungsmetriken

ide

* Dreieckformiger Verlauf in der Umgebung des Maximums

* Flaches Plateau uber N; — D Abtastwerte

* Verbesserung der Erkennungssicherheit durch Akkumulation tuber

mehrere OFDM-Symbolintervalle

Ensemble-Korrelation

Ensemble Korrelationsmetrik:

-

K-1
3 F T —kNg] - [l —kNg + N]
k=0

ide

I =argmaxq

Jiﬁ ([l —kNS] P JKZl| ([l —kNg + N] P

» Beispiel: Schutzintervall-Ensemble-Korrelation:

Ng=N+

r
™

]
———
e

)

e — 1
S
o ——

LL‘
=0

Ne




|

L)
Ensemble-Korrelation I(d():

Ensemble Korrelationsmetrik:

' 3

K-1
3 [ =kNg] - [l —kNg + N]
k=0

\/KZ:l| ([l —kNg] [ \/KZ:l| r[l —kNg + N]f

k=0 k=0 ]

I = argmax q

* Metrik ist maximal im |SI-freien Bereich des Schutzintervalls

» Metrik weist Plateau der Lange Ng — L auf.

* Nur fUr sehr langsam veranderliche Kanale einsetzbar:
Kanal wird fur die Dauer von K OFDM-Symbolen als konstant
angesehen

» Vorteil: Robust gegenuber langen Impulsantworten
» Verbesserung durch gleitende Mittelung uber N5 — L Abtastwerte

|

.\1)
Frequenz-Feinsynchronization (vor der DFT) |(d():

« Basis fur Maximum-Likelihood Schatzung:
Winkel der AKF an der Stelle des Maximums

Ve == ar0{ p, [}

- Schatzbereich:  [Vy,| < 0.5Af

» Eigenschaften:
— Fur AWGN-Kanale mit einem Pfad erreicht der Schatzer die
Cramer-Rao-Schranke
— Ergebnis ist mehrdeutig, wenn der Schatzbereich verletzt ist.
Dann ist eine nachtragliche Korrektur um ein ganzzahliges
Vielfaches des Untertragerabstands erforderlich (nach der
DFT).

_ngersynchronisation
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.(1)
Frequenz-Grobsynchronisation (nach der DFT) |(d():

Gesamtkorrektur: v =V, _+1Af

« Basis zur Ermittlung von i:
kontinuierliche Pilotuntertrager
(Ngp = 45 per OFDM-Symbol)

+ Pilotsymbole a[k] auf kontinuier-
lichen Pilotuntertragern sind un-
abhangig vom OFDM-
Symbolindex k

» (Zeit-) differentielle Pilotmetrik:

l....’O..

N
>

K-1

—eomas

k=0

Z R:|+i[k_1] ) I%1+|[k]

Ne Foont

|

Achtung: Die DFT-Fenster der K+1 OFDM-Symbole mussen exakt
N+Ng Werte auseinander liegen! Zwischendurch darf keine
Anpassung der Zeitsynchronisation erfolgen!

angersynchronisation

|

N (
Zusammenfassung: Synchronisation ftir DVB-T |(dc

» Zeitsynchronisation (Lage des DFT-Fensters):

— Basis: Schutzintervall identisch mit letztem Teil des OFDM-
Symbols

— Kriterium: Maximum der zeitl. Autokorrelation von D < Ng
Abtastwerten mit um N verschobenen Abtastwerten
(kurz: Gl-Korrelation)

- Verbesserung durch Mittelung Uber mehrere OFDM-Symbole
(Ensemble-Korrelation)

* Frequenzsynchronisation:

- Feinsynchronisation: Phase des maximalen Korrelationswertes
aus der Zeitsynchronisation (vor der DFT)

- Grobsynchronisation: Frequenzbereichskorrelation auf den
kontinuierlichen Pilottragern (nach der DFT)

_ngersynchronisation
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Empfangersynchronisation -A-1- Anhang A

Anhang A: Intersymbolinterferenz durch Abtastzeitfehler in einem Mat-
ched-Filter-Empfanger mit Wurzel-Kosinus-Impulsen

Betrachtet wird ein linear moduliertes Signal der Form

s(t)= Y a[x]g(t-«T), (A-1)
Darin ist
T die Symboldauer und
al« ein Datensymbol zum Zeitpunkt xT.

Es sai g(t) ein Wurzel-Kosinus-Impuls (RRC-Impuls) dessen Energiespektrum durch

1 fir |fT|<12%
2
G(1)f =dcoz| Z[|m|-22)| ror 1oZ<pm<E2 (A-2)
201 2 2 2
0 fir 2% >|fT|
2

definiert ist. Darinist
o der Roll-off-Faktor, der zwischen O und 1 variiert werden kann, und
fT dieauf die Symbolrate normierte Frequenz.

Das Signal s(t) wird auf ein Signal-angepasstes Filter (engl.: matched filter) gegeben, dessen
Ausgangssignal im Symboltakt abgetastet wird. FUr die optimalen Abtastzeitpunkte ist jeder
Abtastwert frel von Intersymbolinterferenz. Fur nicht optimale Abtastzeitpunkte ist die Nutz-
leistung reduziert und es entsteht Intersymbolinterferenz (1SI), deren Leistung hier berechnet
werden soll.

Der Berechnung liegen folgende Annahmen zu Grunde:

1. Alle Datensymbole aus dem (komplexwertigen) Symbolalphabet treten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf,

2. Symbole zu verschiedenen Zeitindices k sind statistisch unabhangig voneinander,

3. Das Symbolalphabet ist auf die Leistung 1 normiert, d.h. es gilt E[|Ja[ «]|*] = 1, wobei
sich die Leistung zu gleichen Teilen auf Real- und Imaginérteil aufteilt.

Das Ausgangssignal des Signal-angepassten Filtersist gegeben durch

X
—~
—
~—
Il

)g(8)d?

2';"—:8
[%2)
—
)

+
—

8

alx]g(d+t—«T)g()dd

0
|
8

§—3

NgE

alx]p(t-xT) (A-3

=l | |

[
I
8
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Empfangersynchronisation -A-2- Anhang A
mit
1=
p(r)==[a(#+7)g(9)dv. (A-4)

als Autokorrelationsfunktion des Modulationsimpulses. Fir +/cos -Impulse kann die AKF in
der Form

COS[?[O!TJ sin[rrf)
LIPS N (A-5)
7Y 7[1

ausgedriickt werden (inverse Fourier-Transformierte von (A-2)). Zu den optimalen Abtast-
zeitpunkten t = KT liefert in (A-3) nur der Summenterm fir x=k einen von Null verschiede-
nen Wert. x[K] ist also nur vom Symbol a[k] abhéngig.

p(7)=

Essa
£ =— (A-6)

der auf das Symbolintervall normierte Abtastzeitfehler.

Die mittlere Nutzleistung ist gegeben durch

cos(nee,) sin(;ze,)}2 (A7)

ll= (2%1)2 7[87

-l ldo(e) (e -|

Die mittlere Leistung der Intersymbolinterferenz errechnet sich am zweckmaliigsten Uber

PISI = Rot - Ps- (A-8)

Darin ist Py die mittlere Gesamtleistung zu einem beliebigen Abtastzeitpunkt. Sie ist gegeben
durch
2}

=> Y Elalx]a'[K]] p(eT-&T)p (T -KT)

K=—00 K=—c0 ‘“Y—m™ — o — ————
=1fur k=x und =0 fur k#x

o

Y alx]p(eT-«T)

= i ‘p (eT - kT)‘2 : (A-9)

K=—co

Diese Summe gilt es nun zu bestimmen. Gemal? dem Parseval’ schen Theorem gilt

- ) +05T 5
Dkl =T | [R(F) df (A-10)

-05/T

Darinist R( f) die zeit-diskrete Fourier-Transformierte von p[K] = p(&T — KT).
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Empfangersynchronisation -A-3- Anhang A

Die Fourier-Transformierte der zeitkontinuierlichen AKF p(7) ist durch (A-2) gegeben. Die
zeit-diskrete Fourier-Transformierte zu den optimalen Abtastzeitpunkten ist die Uberlagerung
aller um ganzzahlige Vielfache von /T verschobener Funktionen, was bei Nyquist-Impulsen
immer eine Konstante ergibt. Fiir nicht optimal abgetastete Signale muss |G( f )|* vor der Ver-
schiebung noch mit €™ multipliziert werden. Wegen der Symmetrie von G( f) gentigt es,
nur den Bereich fir positive Frequenzen zu betrachten. Ferner Uberlagern sich nur im Intervall
(1-a)/2 < fT £ 0,5 genau zwei gegeneinander verschobene Spektren, so dass gilt:

2
)=|G(f \ e 4 (f—?j eI fir0<fr<05 (A-11)
Aus (A-9) folgt mit (A-10) und (A-11):
o 05T | 1 2 2
Pu=2T [ [G(f) df+2TJ' G(f) eJZ”"ffT+G(f——j e/ 2 0e | f
) T
o 2T
05T 1 2 _ 2
=1- a+2Tj \G G(f—?j e 17| df (A-12)

2T

(A-2) eingesetzt ergibt

05T _ . P
Ptot=1—a+2Tj 1 teos ”(fT—l—a) PSR Jos ”(fT—l—aj e 27| df
2227 e 2 2 2\« 2

o
05T| L jze, — e, jme, - ime, 2
=1-a+2T J' € *e .t € cos & fT—l—a df
2 2 o 2
2T
05/T . 2
:1—a+2Tj C0$7rgr+jsin7rgrcos( (fT——D df
1-a o 2
7T
05/T 05T 1—a
=1-a+2cos’(7e,) j df +2sin®(ze,)T j cosz( (fT_TDdf
2T 12_T
05/T 05/T
=l-a+oacos ze, +sin°ze, | T I df +T I COS(ZE(fT—l—aDdf
o 1o o 2
2T 2T
—a)2 =0
a .,
:1—a+acosz7rg,+Esm TE,
Ersetzt man noch cos’(.) durch 1 — sin(.) folgt schliefflich
= 1- gsiHZ e, | (A-13)
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Mit den Beziehungen (A-7), (A-8) und (A-13) kann die Leistung der Intersymbolinterferenz
nun berechnet werden.

Asymptotisches Verhalten:

Fur kleine Fehler (e, << 1), kann der Zusammenhang zwischen P, und &; gut approximiert
werden, indem man nur die ersten zwei Terme der Potenzreihenentwicklung der elementaren

NG 1

Funktionen betrachtet. Fir kleine Werte x gilt: sinx=X, cosX = 1—7 , ~1+2" und

1—2?

2

=1- % . Setzt man diese Approximationen in (A-13) und (A-7) ein, folgt

st {5 tper]

sinzx

X

T
a 2 8o 1 2
::]_—5(71'81) —1—( 2 —az—ﬁJ(ﬁer)
Nach weiterer Zusammenfassung folgt schliefdich
8 a 1 2
Ps (e,,a)z(az(l—;]—§+§J(ﬁe,) - (A-14)

Die I1SI-Leistung ist aso proportiona zu &, wobei der Proportionalitéatsfaktor ein Polynom 2.
Grades in o darstellt. In der doppelt logarithmischen Darstellung sind die Asymptoten Gera-
den mit einer Steigung von 20 dB pro Dekade. Grenzfélle:

. 2 2
a=0; Ps (8,,0):1—(5'“”67] %

~ % ~ 3,290¢? (A-15)
TE,

2
1. sin(2ze,) (5 j
a=1 P.(e)=1-=sin’(ne.)-| ——— | =| =72-8|>=0,2247¢> (A-16

Der Zusammenhang zwischen der Nutz- bzw. der 1SI-Leistung und dem Abtastzeitfehler ist in
Abb. A-1 fUr verschiedene o dargestellt. Die asymptotischen Geraden der | SI-Leistung haben
demzufolge eine Steigung von 20 dB pro Dekade in der doppelt logarithmischen Darstellung.

Abb. A-2 zeigt die per Simulation ermittelten Bitfehlerkurven fir verschiedene Abtastzeitfeh-
ler €. Typisch ist das Ausflachen der Kurven fir grof3e Ey/Np bei zu grof3em &;. Nimmt man
an, dass die |SI-Werte ndherungswei se komplex Gauss-verteilt sind, kann man die asymptoti-
sche Bitfehlerwahrscheinlichkeit bereits aus der statischen Bitfehlerkurve des Modulations-

verfahrens abschétzen, indem man mit Hilfe der Beziehung 10Ig% :10Ig§—5—1OIg(Id M)

0 1SI

ein aquivalentes E,/N, in dB ermittelt. (IdM ist die Anzahl der Bits pro Symbol.)
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O ‘ : T T
5,17+20lge,
-10 A
? =
g - Parameter: Roll-off-Faktor « /fg /%
o Vel
5
S P L~
> 30 /00’,2//// Pisi
» 04~
S 0,6 //
S 00,8
40
-50 :
0,01 0,1 1

normierter Abtastzeitfehler ¢; —

Abb. A-1: Nutz- und ISI-Leistung nach dem Signal-angepassten Filter auf Grund eines stati-
schen Abtastzeitfehlers g;

10° ‘
| a=0,25 |
I S
S 107 s T e M el EhetE — A SR S
= g \\  — S« ',
Q \\ R S e ﬂ\./ —_—
=< RSN sy Wl - =
5 AVREGI SRMENS R  rGiyy |
% \\K N \\,( . N > R S _ ik
— N . e [
3 02 4-QAM™ NN S4B-0AM 64-QAM
O A\ 2. 3 \C i“\‘ \\
Q N S . \\',‘\ \\
< Nen NN \ S
] N X, s, <
E \\ '\‘ \. Y S
() — \ .\ N S
< 10° &=0 \\ \ \“ 5 N NS
qq_-) ................. &= 0’025 \\\\ N X =
= L WA wa— o X\
n ||=-=-—-—-- £=0,05 \\\ N \\ . \\
\ K
=r=r= Er= 0;1 L \ \ \ \ ~N
—_—— =015 VN Ny .
1 0-4 . ' & ) vy \ \ ~

4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
101gEy/No [dB] —

Abb. A-2: Bitfehlerwahrscheinlichkeit in Abhangigkeit vom E,/No bee QAM mit a¢= 0,25 fir
ver schiedene statische Abtastzeitfehler; Annahmen: Kein Frequenzversatz und per-
fekte Phasenkenntnisim Symboldetektor
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Anhang B: Intersymbolinterferenz durch Frequenzfehler in einem Mat-
ched-Filter-Empfanger mit Wurzel-Kosinus-Impulsen

Betrachtet wird ein linear moduliertes Signal mit einem Frequenzversatz. Es ist gegeben
durch

=)

s(t)=e*™ > a[x]g(t—«T). (B-1)
Darinist
T die Symboldauer,
al ein Datensymbol zum Zeitpunkt xT und
1% der Frequenzversatz zwischen Sender- und Empféngeroszillator.

Essal g(t) ein Wurzel-Kosinus-Impuls (RRC-Impul s) dessen Energiespektrum durch

1 fir [fT|<22%
2
G()f =dcoz| Z||m-222]] rur Z=%<|rm|< it (B-2)
20 2 2 2
0 fir 5% x|
2

definiert ist. Darinist
o der Roll-off-Faktor, der zwischen O und 1 variiert werden kann, und
fT dieauf die Symbolrate normierte Frequenz.

Das Signal s(t) wird auf ein Signal-angepasstes Filter (engl.: matched filter) gegeben, dessen
Ausgangssignal im Symboltakt abgetastet wird. Fir die optimalen Abtastzeitpunkte und v=0
ist jeder Abtastwert frei von Intersymbolinterferenz. Fir einen Frequenzversatz v+ 0 ist die
Nutzleistung reduziert und es entsteht Intersymbolinterferenz (1SI). Fur beides wird die Leis-
tung nun berechnet.

Der Berechnung liegen folgende Annahmen zu Grunde:

1. Alle Datensymbole aus dem (komplexwertigen) Symbolalphabet treten mit gleicher
Wahrscheinlichkeit auf,

2. Symbole zu verschiedenen Zeitindices x sind statistisch unabhangig voneinander,

3. Das Symbolalphabet ist auf die Leistung 1 normiert, d.h. es gilt E[Ja[ «]|*] = 1, wobei
sich die Leistung zu gleichen Tellen auf Real- und Imaginarteil aufteilt.
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Das Ausgangssignal des Signal-angepassten Filtersist gegeben durch

x(t):%]: s(d+1)g(9)do
%£ 12”“”2; g(d+t-«T)g(s)do
=%Z a[x]p(t-«T) (B-3)
mit
p(0)=1 [ e*g(9+7)g(9)dv. (B-4)

—oo

als Korrelationsfunktion zwischen dem Modulationsimpuls und seiner Frequenzverschiebung.
Fur die Fourier-Transformierte von p(7) gilt

R(T)= [ p(z)e ™" dr=G(f +v)-G(f) (B-5)

T=—00

Eswird der Abtastwert zum Zeitpunkt t = O betrachtet.
. 2 2
Nutzleistung: P, = EUa[O]p(O)‘ J =|p(0)| (B-6)

Die Gesamtleistung ist gegeben durch
Pt ::E[ 2:

k=—c0
Unter Verwendung der drei Annahmen folgt fir die

} kZ;QZ;C [a[k]a [x]]p[k] o [«].

1fur k=x und O fir k=x

Gesamtleistung: P, = k_i o[kl - (B-7)

Daraus erhdlt man die

|SI-Leistung: Py =P, —P.. (B-8)

ot

Berechnung der Gesamtleistung

Am zweckmal3igsten erfolgt die Berechnung der Gesamtleistung im Frequenzbereich. Nach
dem Parseva’ schen Theorem gilt

+05/T

- SJplef =T [ R e 9

-05T

mit R,(2) als Z-Transformierte von p[K]. Diese kann a's Uberlagerung Frequenz-verschobener

Spektren R(f) dargestellt werden. Unter Berlicksichtigung, dass G( f) gemal3 (B-2) bandbe-
grenzt ist, gilt
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R, (") =G(f)G(f-v)+G(f-1)G(f-v 1) fur 0<fT<05.  (B-10)
bzw. R, (") =G(f)G(f-v)+G(f+1)G(f—v+1) fir-05<fT<0. (B-11)

Auf Grund der Symmetrie von G(f) ist auch R(f) aus (B-5) symmetrisch und zwar bzgl.
f = 1/2. Um diese Symmetrieeigenschaft nutzen zu kénnen, ist es zweckméRig, R,(€2") zyk-

lisch um —1/2 zu verschieben, so dass der Symmetriepunkt dann bei f = 0 liegt. Dann namlich
genugt es, die Integration nur Uber positive Frequenzen durchzufihren. Dann gilt

Rz(e"z”(”;jTJ:G(|f|+1je(|f|—1j+e(|f|+K—1jG(|f|—K—1j. (B-12)
2 2 2 2

R (e;zﬂ[ng)TJ

und der Tatsache, dass G( f ) reellwertig it, folgt
0.5/T v v 05T y y
Pa =2T I Gz(f +—sz[f ——jdf +2T I Gz(f +——1j62(f ___1de
0 2 2 0 2 2

05/T
4T | G(f +Kj6(f +K—1jG(f —Kje(f —K—ljdf (B-14)
) 2 2 2 2

Mit
2

df (B-13)

05T
=2T j

0

P

tot

Die ersten beiden Integrale lassen sich unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften der
Integralkerne zu einem Integral zusammenfassen, so dass gilt

yT
P, =2ch32(f +Ksz(f —Kjdf
) 2 2

05T
T [ G frllel f+Xl-1lel f-Ylo| t X -1|df . (B-15)
2 2 2 2

0

Die zwei Anteile bezeichnen wir mit P, und P,, so dass P, = P,+P, gilt. Da G( f) abschnitt-
weise definiert ist, muss der Integrationsbereich jeweils in mehrere Teilbereiche unterteilt
werden. Je nach v und « treten verschiedene Félle auf, die im Folgenden separat behandelt
werden.

Zunachst wird a < 0,5 betrachtet:

1 Vi<
a) Das Integrationsintervall des ersten Integrals aus (B-15) muss in 3 Abschnitte auf-
getellt werden:
l1-a—-vT

Abschnitt 1: 0..=— = Hier gilt G(f +1/2) = G(f-1/2) =1

Esfolgt B,=1-a-vT.

SyncB_FreqErr.doc 20.10.2016



Empfangersynchronisation -B-4 - Anhang B

1-a—vT 1-o+vT

Abschnitt 2: . Hier liegt der erste Teil der abfallenden

Flanke von G( f +v/2) in einem Bereich, indem G( f-1/2) = 1ist.

l-o+vT
2T

R,=2T | co (1( f— 1w’”]]df
I-a-vT 20( 2
2T

I-o+vT

_ _ 2T
=vT +gsin(£( fT ——1 o VTD
T (94 2 1-a—vT

2T

=vT +gsin(£vTj
T o

Abschnitt 3 L= +HVT ta—vT

. Hier Gberlappt sich der letzte Teil der abfal-

lenden Flanke von G( f+1/2) mit dem ersten Teil der abfallenden Flanke von

G(f-v2).
1+o—vT
2T _ _ _
P.=2T | cos 1( . _M] - cod? 1( . _ﬂj of
LT 20 2 20 2
2T
1+o—vT 1+o—vT
_ 2T _ _ 2T _
_ovt T I cos E[fT—Mj df +1- j cosz(fT—ﬂ)df
2 1-a+vT o 2 1-o+vT o 2
2T 2T
1+o—vT +o—vT
2T 2T
L J. cos(szjdf L I cos(z(ZfT -1+ a)j df
1ot 24 TanT a
2T 2T
1+o—vT +o—vT
_ _ _ 2T _ 2T
_oeT z(fT_Mj L% gn z(fT_ﬂj
2 2 o 2 tanT 2T o 2 1T
2T 2T

+o—vT
2T

il cos(szj+isin(£(2fT ~1+a)
4 (04 o l-o+vT
2T

_o-vT 2+cos[£vTj —1sin(£vTj
4 o A o

Schliefdlich folgt

SyncB_FreqErr.doc 20.10.2016



Empfangersynchronisation -B-5- Anhang B

=1-a—vT +vT +gsin(£vTj+ a_4VT (2+cos[£vTD—isin(£vTj

T o a ¥4 a
g 2TV (2+cos(£vTj]+%sin(sz] (B-16)
4 o A o
b) Fuir das zweite Integral von P, aus (B-15) erstreckt sich der gemeinsame von Null
verschiedene Anteil aller vier Faktoren iiber das Intervall %% .
0,5/T . _
P2=4T j cos l(fT_Mj cos l(fT_ﬂj
T 20 2 20 2

2T

.COS l[fT_M) cos l(fT_Mj df
2x 2 2x 2

P=T O’TT [cos(%) —sin(%(z fT —1))) : (cos(zv—;-) + sin(%(z fT —1)]] df

1-o+vT
2T

T 05/T 05/T .
:Tcosz(—j [ df-T | sinz(—(ZfT —1))df
2a I-o+vT 1-o+vT 2a
2T 2T 1
:E(l—cos(z...))
0,5/T
_avT cosz(m/Tj— oVt +£sin(£(2fT —1))
2 20 4 4 o l-a+vT
~L(1rcos(2...
_2(l oos(2-.)) sm(O)—sin(% ﬂj

oa—vT (WT) o . (m/Tj
= coS +—d&n| —/—
4 o 4 o

Nun l&sst sich die Gesamtleistung fir vT < o geschlossen berechnen:

P =R +H
o—vT vT 3o . vT oa—-vT vT o . vT
=l-oa+ 2+cos| r— | |[+—sSn| 77— |+ cos| 71— |+—Sin| 71—
4 o 4 o 4 o 4 o
Rotlzl—“;VT+“_VT cos(zﬂj+ﬁsin(nﬂj fir 0<VT <& und @<05.(B-17)
o T o

2. a<VI<1-c Die abfalende Flanke von G( f +1/2) liegt vollstdndig im Bereich, in
dem G(f-1/2) =1ist.
Das Integrationsintervall des ersten Integrals aus (B-15) muss in 2 Abschnitte aufge-
teilt werden:
Abschnitt 1: o...%. Hier gilt G(f +1/2) = G(f—112) = 1.
Esfolgt PB,=1-a-VvT.
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l1-a—vlT 1+a-vT
o .

Abschnitt 2;

+o—vT

2T _ _

R, =2T | cod 1( il —Mndf
1-a—vT 20[ 2

2T

+o—vT

— _ 2T
:a+gsin(£ fT——1 il VTD

T (04 2 1-a-vT
2T

sin(z)-sin(0)=0
=
Das zweite Integral aus (B-15) ist Null. Esfolgt:
Py, =B;+P,=1-vT fir a¢<vT<l-ao und a<0,5. (B-18)

1
3. 1-a<vI<Ll:

Das Integrationsintervall des ersten Integrals aus (B-15) muss in 2 Teilabschnitte auf-
geteilt werden:

Abschnitt 1 o...VT;—T“‘l: Der erste Teil der abfallende Flanke von G(f +1/2)

Uberlagert sich mit dem letzten Teil der ansteigenden Flanke von G( f —1/2).

vT+o-1

P,=2T T cos’ (l( fT —#D-cos2 (21( fT +#Ddf

0 2x o
=%(1+COS(2---)) =%(l+cos(2...))
VT+o-l vT+a-1
_ 2T _ _ 2T _ _
:—VT+a 1+I I cosZ fT——1 a-vi df+I j cosz fT+—1 a-vl df
4 2 o 2 2 3 o 2
vT+a—1 vT+a—1
2T 2T
+Icos(£(1— o-— vT)j '[ df +1 '[ cos(fz ijdf
4 a 0 4 0 o
vT+a—1 vT+o-1
vi+a-1 o . (& 1-a—vT al o . (& 1-a—-vT al
=—+—gn|—| fT-——— +—sgn|—| fT+———
4 2 o 2 0 2w o 2 .

=si n(%(l—vT)]—co{%(l—vT)) ﬂn(O)ﬁ-cos(%(l—vT))

vTi+o-1
—VT+TH005(£(1— vT)j +ﬂsin(£2 ij

o 8r o

0

:sin(%(l—vT)j—s’ n(0)

_VT+o-1 vi +a_1cos(£(l— vT))+%sin(£(1— vT)j
4 8 o 8r o
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o-1+vT o+1-vT
o7
G( f +v/2) Uberlagert sich mit G(f-v/2) = 1.

a+1-vT
2T

R,=2T | cosz(l(fT—ﬂj df

Abschnitt 2 . Der letzte Tell der abfallende Flanke von

200 2

a-1+vT
2T

a+1-vT

— Y — 2T
=1-vT +ﬁsin(£( rotzevi VTD
T a 2 a-1+vT

2T

sin(ﬂ)—sin[g(l—vT)j

:l—vT—gsin(z(l—vT)j
T o

Das zweite Integral aus (B-15) ist Null. Esfolgt:

a+3-3T v+a-1 V4 o . (7
+PB,= - cos| —(1-vT) |=—sin| —(1-vT
1z 4 8 (0{( )j 87 (0{( )j. (B-19)

fir a<vT <l-a und <05

P

tot3 — F)11

Berechnung der Nutzleistung

Auch hier erfolgt die Berechnung am zweckméfdigsten im Frequenzbereich. Da p(7) sich as
inverse Fourier-Transformierte von R( f) darstellen 18sst, folgt mit der Beziehung (B-5) und
der oben erwahnten Frequenzverschiebung um £v/2 firt =0

+o—vT 2

R =|p[o]f =| 2 T G(f—gj-G(f+%jdf . (B-20)

0

Dabei wurde das Integrationsintervall auf den von Null verschiedenen Teil des Integralkerns
beschrankt. Auch hier muss der Integrationsbereich jeweils in mehrere Teilbereiche unterteilt
werden. Die Aufteilung ist identisch mit der fir das erste Integral aus (B-15).

Zunéchst wird o< 0,5 betrachtet:

1. vi<wo
Das Intervall des Integrals aus (B-20) mussin 3 Abschnitte aufgeteilt werden:
Abschnitt 1: o...%. Hier gilt G(f +1/2) = G(f—112) = 1.
Esfolgt |,=1-a-VvT.

l-o-vT 1-oa+vT
T
Flanke von G( f +v/2) im Bereich, indem G(f—-1/2) = 1ist.

Abschnitt 2: . Hier liegt der erste Teil der abfallenden
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I-o+vT

2T vy
l,=2T J‘ cos l(fT—Mj df
2x 2

1-o—vT
2T
I-o+vT

4o . (7 ( 1—C¥—VT] 2T
_gn| | oz
T 2o 2 1-a-vT

2T

:4_agn(iwj
T 20

1-o+vT 1+oa-VvT

Abschnitt 3: . Hier Uberlappt sich der letzte Teil der abfal-

lenden Flanke von G(f+1/2) mit dem ersten Teil der abfallenden Flanke von
G(f-v2).

+o—vT

2T _ _ _
|13:2T I cos l(fT_uj .CoS l( fT_ﬂj df
LT 20 2 20 2

2T

+o—vT +o—vT

T 2T 2T T
=cos(—vT)T J' df +T J' cos(—(ZfT—1+a))df
2x 20

I-o+vT I-o+vT
2T 2T
I+o—vT

— 2T
=(a— VT)COS(lVTj+gSin E( fT _1_0:)
20 v/ a 2 1-a+vT

2T

:(a—vT)cos(%vT)

Schliefdich folgt

P51:(|11+ |12+ I13)2

2
= (1—0{—VT +4—asin(lvTj+ (OC—VT)COS(lVTj—Z—aSin(lVTj]

T 20 20 .4 20
4 2
= 1—a—vT+(a—VT)Cos(lvT)+—asin(lvTj (B-21)
20 4 20

2. a<VvI<1l-o Die abfalende Flanke von G( f +1/2) liegt vollstandig im Bereich, in
dem G(f-1/2) =1ist.
Das erste Integral aus (B-15) mussin 2 Abschnitte aufgeteilt werden:
Abschnitt 1: o...%. Hier gilt G(f +1/2) = G(f-v/2) = 1.

Esfolgt |,=1-a-VvT.
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1-a—vT 1+a-vT
o .

Abschnitt 2;

+o—-vT

2T _ _
l,=2T | cos[l( T —MD df
1-a—vT 20{ 2
2T

I+o—vT

4o . (7w 1-a—vT a2l
=—sn| —| fT-———
T 20( 2 1-oa—vT

2T

1-sin(0)=0
71
T

Das zweite Integral aus (B-15) ist Null. Esfolgt:

2
|332=(|21+|22)2=(1—VT+0((%— D fur a<vT<l-o und o<05. (B-22)

3. 1l-a<vi<l:

Das Integral aus (B-20) muss wieder in 2 Abschnitte aufgeteilt werden:

Abschnitt 1 o...VT;—T“‘l: Der erste Teil der abfalende Flanke von G(f +112)

Uberlagert sich mit dem letzten Teil der ansteigenden Flanke von G( f —1/2).

vT+a-1

2T _ _ _ _
l,,=2T J‘ cos| [ 11~ 12V ) cog| [ 122 VT )
2x 2 2x 2

0

i VT;—?_I vT;zrz—l i
= cos(—(l—a—vT)jT [ di+T | cos(— ijdf
200 0 0 o
vT+a-1
_VT+o-1 a_lsin(l(l— 1/T)j+gsin(Z ij i
2 20 .4 o 0
- os(zla(l—vT)j—sin(O)
= VT+—a_lsin(l(1—vT)j+gcos(l(l— vT)j
2 20 T 200

a-1+vl oa+1-vT
T :
G(f+v/2) Uberlagert sich mit G(f-v/2) = 1.

Abschnitt 2 Der letzte Tell der abfallende Flanke von
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a+1-vT T

2T _ _ _ _ oT
1, =2T | cos l(fT——l a VT) df =2%sin l(fT——l ¢ VTJ

o-1+vT 2“ 2 T 2“ 2 a=1+vT
ar 2T

= 470{(1— cos[%(l— vT)D

Das zweite Integral aus (B-15) ist Null. Esfolgt:

Po=(la+ )" = (47“+ﬂ-+—20(_:l-8in(%(1_ VT))_%COS(%(]-_ VT)D .(B-23)

for 1-o<vT <1 und <05
Die Berechnung der |1SI-Leistung erfolgt gemal3 (B-8).

Zusammenfassung der Ergebnisse:

Gesamtleistung:

1_a+VT+a_VT Cos(nﬂj+ﬁ§n(ﬂ'£} furosvT <« und aS0,5
2 2 o V4 o
Py =41-VvT fira<vT <l-a und <05
a_3VT+3—a+VT_1cos(ﬂ1_VT]—%sin(ﬂl_VTj firl-o<vT <1 und <05
4 8 o 8 o
(B-24)
Nutzleistung:
2
1-o—vT +(a—vT)cos(£ﬂJ+4—asin[£ﬂj fir0<vT <« und ¢ <0,5
2 o V4 2 o
4o ? ..
Po=1| ——a-vT+1 fira<vT <1-a und <05
V4
2
4_“+wgn(£1‘”j_% os(fl“’Tj fiir l-or<vT <1 und @<0,5
V4 2 2 «o /4 o

(B-25)

Der Zusammenhang zwischen der Nutz- bzw. der | SI-Leistung und dem Abtastzeitfehler ist in
Abb. B-1 fur verschiedene Roll-off-Faktoren « dargestellt. Abb. B-2 zeigt die per Simulation
ermittelten Bitfehlerkurven fir verschiedene Frequenzablagen vT. Typisch ist das Ausflachen
der Kurven fur grof3e Ex/No bel zu grof3em vT. Nimmt man an, dass die | SI-Werte ndherungs-
weise komplex Gauss-verteilt sind, kann man die asymptotische Bitfehlerwahrscheinlichkeit
bereits aus der statischen Bitfehlerkurve des Modulationsverfahrens abschétzen, indem man

mit Hilfe der Beziehung 10Ig%:10Ig;—5—10Ig(ldM) ein &guivalentes Ey/No in dB ermit-
0 1SI

telt. (IdM ist die Anzahl der Bits pro Symbol.)
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Abb. B-1: Nutz- und ISI-Leistung nach dem Signal-angepassten Filter

normierte Frequenzablage vT —

statischen Frequenzablage

auf Grund einer
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Abb. B-2: Bitfehlerwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit vom Ep/No fur QAM mit
a= 0,25 fur verschiedene statische Frequenzablagen. Annahmen: Idealer Ab-
tastzeitpunkt und perfekte Phasenkenntnisim Symboldetektor
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Anhang C: Berechnung der Cramer-Rao-Schranke aus dem
ungestorten Empfangssignal

Essei
r(t)=s(t|4,u)+w(t) (C-1)

ein beobachtbares bandbegrenztes Empfangssignal in aquivalenter Basi sbanddarstellung.
Darinist
w(t) eine Musterfunktion eines weif3en Gaul¥ schen Rauschprozesses mit der
Rauschleistungsdichte No. (Hinweis: in der Literatur wird hier haufig 2Ng
angesetzt. Das ergibt sich, wenn man die in der Literatur tbliche Umrech-
nung eines reellen HF-Sgnals in die aquivalente Basi sbanddar stellung vor-
nimmt. Wir verwenden jedoch bel der Umrechnung den Faktor ]/ V2, 0
dass die Leistung in der aquivalenten Basisbanddarstellung identisch ist mit

der Leistung des zugehorigen HF-Sgnals. Diese Definition vermeidet einige
Probleme.)

s(t)...) das ungestorte Empfangssignal, das von einigen Parametern abhangt. Zur
Verdeutlichung dieser Abhéngigkeit werden die fir die Schatzung relevan-
ten Parameter neben der Zeitvariablen t explizit angegeben.

y) den zu schatzenden Parameter, der entweder die Frequenzablage v, die Pha-
se @ oder die Zeitverzogerung 7 sein kann.

=

einen Vektor mit allen unerwinschten Parametern, die die Datensymbole
c[i] und die anderen Synchronisationsparameter beinhalten. Wenn z.B. die
Frequenzablage v zu schétzen ist, beinhaltet u auch fund .

Fir linear modulierte Signale ist das ungesttérte Empfangssignal gegeben durch
s(t]4,u)=he!™* Y a[i]g(t-iT - 7). (C-2)

Darin ist h der Kanal Ubertragungsfaktor.

Zur Anwendung der Ergebnisse der Schétztheorie auf einen Nachrichtenempfanger muss das
Problem der Zeitdiskretisierung Uberwunden werden. Die Ergebnisse der Schétztheorie basie-
ren auf der Annahme, dass ein Beobachtungsvektor r mit endlich vielen Elementen vorliegt.
Im Nachrichtenempfanger liegt aber ein zeitkontinuierliches Signal r(t) vor. Zur Lésung des
Problems wird vortibergehend eine Abtastung des Empfangssignals mit vorhergehender Filte-
rung gemald Abb. C-1 betrachtet.
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Wl ) 0 FIK] = (KTa)
_ | | Parameter- ~
S(tl/?.,g) Filter —=>AbtastungF—= schétzung = A
Ta

Abb. C-1. Gedankenmodell zur Zeitdiskretisierung der Signale in einem Trager frequenzemp-
fanger

Das Filter hat den einzigen Zweck, die Leistung des Rauschsignals zu begrenzen, ohne das
Nutzsignal zu verzerren. Diese Anforderung erfillt z.B. ein ideder Tiefpass, dessen Grenz-
frequenz frp grof3er als die halbe Nutzsignalbandbreite ist. Mit B = 2frp sei die gesamte Band-
breite des Filters bezeichnet. Am Ausgang des Filtersist die Leistung des Rauschens begrenzt
auf BNo. Im Folgenden sei das gefilterte Rauschsignal mit w'(t) und dessen Abtastwerte seien

mit W [k]=w (KT, ) bezeichnet.

Die Abtastung erfolgt mit der Rate 1/ T, = B. Die Folge der Abtastwerte r'[K] bildet die Basis
fr die Schatzung. Dann kann jeder Abtastwert in der Form

r'[k]=s[ k|4, u ]+ W][k]. (C-3)

dargestellt werden. Durch diese Anordnung ist sichergestellt, dass die Folge der Abtastwerte
die vollstandige Information Uber das Nutzsignal enthélt und die Rauschanteile in aufeinander
folgenden Abtastwerten statistisch unabhéngig voneinander sind.

Betrachtet werden K Abtastwerte des Signals r'(t), die zum Vektor r” zusammengefasst wer-
den. Die zentrale Groéf3e zur Berechnung der Cramer-Rao-Schranke (CRB) ist die Likelihood-
funktion des Vektorsr” mit Abtastwerten des Empfangssignals. Sieist gegeben durch

, 1 1 &
Pry: (I'14)= < exp(— >
(ﬂa\f,,) Ow 2

r'[k]—s[kM]rj. (C-4)

Fir deren Logarithmus ergibt sich

1 K
In pm(r M) 0'2

:~%i<wsumx [K]-< [K]2])-KIn(za,, ")

awkl

[k]-s[k|A] - KIn(z0,?)

Die Differentiation bzgl. A liefert nach Anwendung der Produktregel auf die Summenterme
0 , 1< os| k|4 , os | k|4
2 (12)= 2 5 (712 162 L r1- o0 = )
0s| k|4
-2 Srel (- [0 L)

kal

N
=

Nochmalige Differentiation nach A liefert
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92 o 2K 9’| k|A] os'[k|4]os|k|2]
WIon{M(LM)_G_VZV,kZ_;‘ReM[k] A od Y (C-5)

2

a..
a

Darin wurde zur kompakteren Darstellung W [k]=r’[k]-s[ k|4 | substituiert.

Die Erwartungswertbildung ist Uber R* durchzufiihren. Die einzige stochastische Grof3e, diein
R eingeht, ist aber W', so dass der Erwartungswert auch tber W' gebildet werden kann. Da
W mittelwertfrei ist, d.h. EfW[K]] = O fur alle k gilt, ist der Erwartungswert des ersten Terms
von (C-5) Null. Der zweite Term in der geschweiften Klammer ist reell. Damit folgt

K

[az In pRM(rm)} 222§ S[J;Iﬂ% | (C-6)

8/12 O-W k=1

Ersetzt man die Rauschvarianz oy, durch NoB bzw. durch No/Ta erhélt man

as[k|/1]

82 K
E{Wln Pz (1 |/1} N, Z (C-7)
k=1

Fir den Grenziibergang Ta — 0 geht K = To/Ta flr ein festes Beobachtungsintervall der Dau-
er To gegen unendlich und der Summenausdruck konvergiert gegen das Integral der entspre-
chenden Zeitfunktion. Esfolgt schlief3ich

as(t] ,u)[

dt . C-8
1 (C-8)

_Nij

0T,

82
E{Wln Prya (7 M)} =

Mit dieser Beziehung l&sst sich die Cramer-Rao-Schranke (CRB) direkt als Funktion des un-
gestorten Empfangssignals ausdriicken:

/) Y > No/2 .
E (A ﬂ)}—jas(tm)zdt- ©9)
o
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Anhang D: Modifizierte Cramer-Rao-Schranke fur Frequenzschatzung

s(t|v,u) = e Za[ (t=iT-7) mitu={6, 7, ...,a1, &, ax, ..., &,..} (D-1)
—as(talvv’g) = jZﬂTej(z”Vt+9)Za[i]g(t—iT ~7)

Wz = 4ﬂZZZk:a[i]a* [K]t’g(t=iT -7) g (t—KT -7)
to]'TO as(ta# =4r toj.TOt ZZa a [k]g(t—iT-7)g (t—KT —7)dt

t

(D-2)

to+To

= 47zzzza[i]a* (K] | Pg(t-iT-7)g (t-KT —7)dt

Dieser Ausdruck ist bereits unabhangig von 6, so dass die Erwartungswertbildung nur noch
Uber 7 und die Symbolfolge {a[i]} durchzufiihren ist. Bevor das Integral gelOst wird, ist es
zweckmafdig, zunachst den Erwartungswert Uber die Datensymbole zu bilden:

to+To
E{a}[ J

fo

Js(t |v,g)
ov

] It > X E[alila [K]g(t=T-0)g"(t-KT ~7)dk (09

Fur eine gedachtnislose Quelle ist der Erwartungswert fur i # k gleich Null. Mit der
Abkiirzung C, = E[[a[K][*] ergibt sich

to+To
| |

)

os(t|v,u)
av

o+ To
dt]—47r2CtI 2Z\gt—|T z\dt (D-4)

Der Summenausdruck liefert eine periodische Funktion int und 7 mit der Periode T. Er kann
mit Hilfe der Poisson-Formel umgeformt werden in

Z‘g t—iT = T‘ = ZG( j ol 2n(t-0)/T (D-5)

mit Gy( f) als Fourier-Transformierte von |g(t)|%. Somit folgt

th+To
[ I

as(t|v,u)[
v

t

)

to+To
dt} 47:2(; j t ZG( ] e/ Tt (D-6)

Als néchstes ist es zweckmaldig, den Erwartungswert Uber 7 zu bilden. Unter der Annahme,
dass tp vollig unabhangig von zist, kann man fir 7 eine Gleichverteilung zwischen O und T
annehmen. Die einzige Grol3e, die von 7 abhangt, ist die komplexe Exponentialfunktion, die
aber bezlglich zfur n = 0 periodisch mit der Periode T/nist. Somit gilt

1 furn=0
E eszmtr/T D-7
’[ } 0 furn#0 (D-7)

SyncD_CRBfreq.doc 20.10.2016



Empfangersynchronisation -D-2- Anhang D

Unter der Summeist also nur noch der Term fur n = 0 von Null verschieden. Also folgt

to+T,
Eu[ j

to

as(t|v,u)
ov

2 C to+To
dt | = 477 [ G, (0)at (D-8)
fo

Es ist also nur noch die Fourier-Transformierte von |g(t)]* an der Stelle f = 0 von Interesse.

Diese ist gegeben durch G,(f=0)=[|g(t) dt=E,, wobei E, die Energie des

g’

Modulationsgrundimpulses bezeichnet. Mit Es= C;Ey als mittlere Symbolenergie l&sst sich
(D-8) umformulierenin

+lo 2 ot lo
el jT SV g |- g2 Es' jT 2t . (D-9)
i v T !
Fir das Integral ergibt sich
th+To
| tzdt:%((to+To)3—to3). (D-10)

fo

Da die Cramer-Rao-Schranke fur alle to gelten muss, erhdlt man die am dichtesten liegende
Grenze fur den Wert to, der den Ausdruck zur Berechnung der Schranke maximiert. Da das
Integral (D-10) im Nenner steht, ist dessen Minimum zu bestimmen. Differentiation nach to
und Null-setzen liefert (tg+To)? —to? = 0, d. h. to = —To/2. Firr dieses ty liefert das Integral den
Wert

to+To
| tzdt=E(ETo3+ETo3j=iT03. (D-11)
! 38’ '8°) 12
Esfolgt
to+T, 2
owelas(t|v,u 2
EU[I % dt]:ﬁ_ETos- (D-12)
oy v 3T

Ist das Intervall eine ganzzahlige Anzahl Lo von Symbolen lang, kann To = LoT geschrieben
werden. Das liefert schliefdich das Ergebnis

to+T,
E{ |

Js(t|v,u)
av

2 7[2
dt |="—EL] T2 (D-13)
4 3

Daraus folgt fur die modifizierte Cramer-Rao-Schranke

No/2 ., 3 i
MCRB(VT) = 0 - . (D-14)
) E as(t|r,g)2dt 27% Ly Eg/N,
: T{ o7
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Anhang F: Modifizierte Cramer-Rao-Schranke fur Zeitschatzung

s(t|z,u) = Za[ (t=iT-7) mitu={6, v, ...a1, a, &, ..., &,...} (F-1)
aS(taIZ’g) j(2zvt+6) za —|T ’Z')

3S(talff,!) =Y > afi]a’ [k]g'(t-iT-7)g" (t-KT -7)

t°t].°as(ta|7u dit _tO]'OZZa [i]a'[k]g'(t-iT—7)g" (t—KT —7) dt

to +To

_zza (K] | g'(t=iT—2)g" (t-KT —7)dt (F-2)

fo

Dieser Ausdruck ist bereits unabhéngig von v und 6, so dass die Erwartungswertbildung nur
noch Uber die Symbolfolge {a[i]} durchzufiihren ist. Bevor das Integral betrachtet wird, ist es
zweckmafdig, zunachst den Erwartungswert Uber die Datensymbole zu bilden:

to+To
ol |

)

as(t|z' u

] ZZE[a[]a k]]TO "(t=iT-7)g" (t—KT —7)dt. (F-3)

Fur eine gedachtnislose Quelle ist der Erwartungswert fur i =k gleich Null. Mit der
Abkiirzung C, = E[[a[K][*] ergibt sich

o+ To

Der Summenausdruck liefert eine periodische Funktion int und z mit der Periode T. Er kann
mit Hilfe der Poisson-Formel umgeformt werden in

(t=iT - T‘ == ZG( ] g2 (F-5)

mit G,( f) als Fourier-Transformierte von |g’ (t)|%. Somit folgt

th+To tO+T0 C N 10+T, |
E{a}{ J‘ :l '[ ZG ( j JZﬂh(t—T)/Tdt — ?ZZGz (?J J‘ ejZ;m(t—r)/Tdt (F'6)

os(t|z,u)
o7

to+To )
—iT—7)[dt. (F-4)

Js(t|z,u)
J7

fo )
\—ﬁ/—_J
=LoT fir n=0, =0 fur n20
Unter der Annahme, dass das Beobachtungsintervall der Dauer T, immer aus einer ganzen

Anzahl von Symbolintervallen der Dauer T besteht, liefert das Integral fir n= 0 immer den
Wert Null. Fir n=0 liefert es den Wert L,T. Dies ist unabhangig vom Startzeitpunkt t, des

Integrationsintervalls.

SyncF_CRBzeit.doc 20.10.2016



Empfangersynchronisation -F-2- Anhang F

G( ) l&sst sich durch die Fourier-Transformierte G(f) des Modulationsgrundimpulses g(t)
ausdriicken. Die Fourier-Transformierte der Ableitung g'(t) ist gegeben durch j22fG( f). Der
Bildung des Betragsquadrats im Zeitbereich entspricht einer Autokorrelation im
Frequenzbereich, d.h. esgilt

GO =g ()9 () & G(1)=4z"[(v+[)G(v+ VG (V)dv. (7

Damit folgt schlief3lich aus (F-6)

to+T,
E{ j
%)

Die Energie pro Symbol ist gegeben durch

o

0s(t]7,u) dt} ~Ce,(0)-am1C,f 1G(1 o (F-9)

ot

—oco

Es=C,E, :CZT la(t) dt:CZT‘G( £)[ of (F-9)

Setzt man C2 aus (F-9) in (F-8) ein, folgt unmittelbar die modifizierte Cramer-Rao-Schranke
flr Zeitschatzung:

MCRB| = | = No/2 S -
(Tj c [J- Js(t|z,u) zdt:l 87° L& Es/N,
Yl o7

Darinist

T £2lG(f)[ df
§=T" =g
[lo(f)f o

ein dimensionsloser Parameter, der aus dem Energiespektrum |G(f) des
M odulationsgrundimpulses g(t) berechenbar ist.
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Anhang G: Rauschanalyse der Frequenzschatzer

1 Phasendifferenzmittelung

Die Phasendifferenzmittelung basiert auf den Werten z[K]z [k-1]. Mit
z[k]=€*™* +n[k] = Z +n[K] (G-1)
aus Kap. 4 (Formel (4-15)) folgt:
z[K]Z [k-1]=(Z +n[k])(zg(k‘1) +n [k—l])
=z, + 20" [k=1]+ 2" “n[k]+n[k]n [k -1]
=7, (1+ z7'n" [k 1]+ Z,*n[Kk]+ z'n[K]n" [k -1]).

Zur kompakteren Darstellung bezeichnen mit n’[k]=n[k]z" die in der Phase gedrehten

Rauschwerte. Entsprechend gilt n” [k]=n"[k] zs . Offensichtlich hat n"[K] die gleiche Varianz
wie n[k]. Damit ergibt sich

z[k]Z [k—1] = z,(1+n" [k=1]+n'[k]+n'[k]n" [k-1]). (G-2)
Aus diesen Werten wird der Winkel ermittelt.

Zunéchst betrachten wir sehr groRes E¢/N,, d.h. 6° = Ny/T << 1. Dann ist das Produkt zweier
statistisch unabhangiger Rauschwerte vernachldssigbar und es gilt

arg(z[k] Z [k-1]) = arg(z,) +arg(1+n" [k-1]+n’[K]).

Darin ist der erste Term der gewinschte Ausdruck und der zweite Term stellt das
Phasenrauschen dar.

Die anschlief3ende Mittelwertbildung liefert
1 ; 1
= arg(z[k]Z [k-1]) = 2zvT +-= arg(1+n" [k—1]+ n'[K]).
Ly i =

Die arg-Funktion wird realisiert durch die arctan-Funktion des Quotienten aus Imaginértell
und Redlteil. Da der Imaginarteil nur aus Rauschen besteht, der Realteil aber aus 1 +
Rauschen, kann man fir o2 << 1 arg(x) = Im{x} setzen. Esfolgt

igafg(z[k]i[k—l])z27fvT+ikZL:‘Im{n’*[k—1]+n’[k]}_

Die Summe |&sst sich wie folgt schreiben:
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i... =n"[1]+n’[2]
_ w7 [2]+[3]
+n” [3]+n’[4]

+n” [L, — 2] +n'[L, —1]
0 (Lo~ 2+ L]
Offensichtlich erscheinen alle Rauschwerte n'[K] fir k = 2...L,—1 auch konjugiert komplex, so
dass die paarweise Addition den rein reellen Wert 2Re{ n'[K]} ergibt. Die Summe liefert also
Lo Lol
=0 [+ 0[]+ 2D Re{n'[k]}.
k=2

k=2

Zum Imaginérteil des Rauschens tragen also nur der erste und der letzte Abtastwert bei. Es
folgt fir den Frequenzschatzwert:

vT =vT +m(lm{n’* [1]}+1m{n'[L]}).

Die beiden Rauschanteile sind statistisch unabhéngig voneinander und haben jeweils die
Varianz ¢%/2. Fir die Varianz des Frequenzschétzwertes fol gt
1

47[2('—0 _1)2 Es/No
Die Fehlervarianz liegt etwa um den Faktor L/6 Uber der Cramer-Rao-Schranke:

On 2ﬂ2L03ESéNO L (G-4)
CRB(VT) 3-47°(L,-1)°Es/N, 6

o2 = E[(W —VT)ZJ ~ fiir E¢/Ny >> 1. (G-3)

2 Fitz-Schatzer und L & R-Schéatzer

Der Schétzer nach Fitz und der von Luise und Reggianinni basiert auf Werten

1 .
R[x]= > z[k+x]Z [K]. (G-5)

Lo —K =1

Die Veralgemeinerung von (G-2) fur x> 1 liefert
z[k+x]Z [K] = z,(1+n" [K]+ [k + &]+n'[k+ x]n" [K]). (G-6)

Fir k = x+1, x+2, ..., Lo—x kommt jeder Rauschwert n[k] in der Summe zweima vor:
Original und konjugiert komplex, so dass von diesen Rauschwerten nur der doppelte Realteil

gemal 2Re{n’[k]} = n’[k]+n"[k] in die Summe eingeht. Damit erhalt man
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Lo—K Lo K Lo—&
Rix]= 2| 1+——| 3 2Re[n[k}+ > n[K]+ 30" [K]+ S nlk+x]n" [K]
LO_K k=r+1 k=Lo—x+1 k=1 k=1

Lo—2x Werte 2k Werte

=7 (1+m)

Fur die Auswirkung des Rauschens ist der Phasenwinkel von 1+n" mal3gebend. Dessen
Imaginarteil beeinflusst nur die Phase, wahrend der Realteill sowohl die Phase as auch die
Amplitude beeinflusst. Wegen der Summenbildung ist N" in guter N&herung wieder Gaul3-
verteilt, wenngleich einzelne Komponenten K -verteilt sind.

Es werden nun die Rauschvarianzen fir Real und Imaginérteil berechnet. Zunéchst betrachten
wir den letzten Summenterm. Die Summanden bestehen jeweils aus dem Produkt zweier
komplexer Gaul¥scher Zufalsvariabler, die eine zweidimensionale Kq-Verteilung fir Real-
und Imaginérteil aufweisen (siehe Anhang 5). Wegen der Unabhangigkeit der beiden an
jedem Produkt beteiligten Zufallsvariablen ist die Varianz gleich dem Produkt der beiden

Einzelvarianzen, d. h. 0;“. Die Summe von Lg—x Zufallsvariablen hat die Varianz (Lo—K)GN4.
Sie verteilt sich je zur Halfte auf Real- und Imaginarteil.

Wir betrachten nun die ersten drei Summenausdriicke gemeinsam. Hier ist die Varianz fur
Real- und Imaginérteil verschieden.

Der Redlteil entsteht aus der Addition von Lo—2x statistisch unabhéngigen Gaul3-verteilten
Zufallsvariablen mit der Varianz oy%/2, deren Amplituden mit dem Faktor 2 multipliziert
werden und weiteren 2x unabhangigen Gaul3-verteilten Zufallsvariablen mit der Varianz
ow’12. Unter Einbeziehung des letzten Summenterms erhdlt man firr die Varianz des Realteils
der Zufallsvariable N" schliefdich

_ 2 2 4
o2 =—L Al —26) D 22 (1 - )2
Re{N} (LO_K) Ol.SJmme 2 2.+3.31n21me 04.Sumn‘e 2
—O—;_Z(L —2K)+x+(L, —;c)g_S
= L K)Z_ 0 0 2

0
2
N

_O0y 1 2K 2
T2 —K‘(4 LO—K+O-N]

0

—

Fur x=1,2,...Ly/2 ist die Rauschvarianz im Realteil mindestens um den Faktor 4/L, reduziert.

Der Imaginarteil der ersten Summenterme entsteht aus der Addition von 2x unabhangigen
Gaul-verteilten Zufallsvariablen mit der Varianz on?/2. Unter Einbeziehung des letzten
Summenterms erhédlt man fir die Varianz des Imaginérteils von N" schlief3lich
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1 o o’
afm{N,} = —( - 1()2 2K+ (L,—x) 7’“}
it Uﬁ}
=—N I+l —x)2
(LO_K)Z— ( i ) 2

of 1 ( 2
_ N K 2
T2 LO—K(LO—K—FO-N)

Mit wachsendem «x wird die Rauschvarianz im Imaginarteil groRer. Der
Rauschunterdriickungsfaktor im Imaginérteil betragt fir E¢/N, >> 1 etwa 2/(L,~1)? fir x=1

bzw. 4/L, fir k= Ly/2.

Zur Beurteilung der Varianz des Schéatzfehlers beim Fitz-Schétzer mussen wir noch die
Summation

) 1
V=mz arg{R[«]}-

betrachten. Da die Rauschwerte von R[x] bel verschiedenen x voneinander abhéngig sind,
koénnen wir nicht einfach die Varianzen des Phasenrauschens der einzelnen Anteile addieren.
Vielmehr missen wir untersuchen, wie die einzelnen Rauschwerte in das Gesamtergebnis
eingehen. Dazu musste man zunéchst die Zufalsvariable o = arctan(Im{N"}/(1+Re{N"})
berechnen und diese dann fir alle xaddieren. Dies ist jedoch nicht mehr handhabbar. Deshalb
beschrénken wir uns auf eine Naherung. Wir nehmen an, dass das Rauschen hinreichend klein

ist, d. h. al vy << 1. Dannist arctan(Im{N"}/(1+Re{N"}) = Im{ N"} und wir missen nur noch

Uber die Imaginarteile von N" addieren. Esfolgt:

zK:arg( R[«]) = ZZma/T+ZL {ki n’ k]+kZ;n +L§(n’ k+x]n }

x=1 K=1 k=1 0 Ly—x+1

In der Doppelsumme kommen K mal die Rauschwerte n',, und n'y und zwar mit
Gewichtungsfaktoren 1/(Lo-1), 1/(Lo—2), ..., 1/(Lo—K) vor. Mit der Abkirzung

Il
M-
OI_

|&sst sich schreiben
K K K , , K 1 L« ,
;arg(R[K]) zéanch+ Im{;C[K](n [L,—x+1]+n [K‘])+; R [k]n

Wenn die Zufallsvariablen ale statistisch unabhéangig voneinander sind, gilt fur die Varianz
des Imaginéarteils:

(Z C’[x %\ [1])

x=1
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Fur die Varianz des Frequenzschétzfehlers fol gt

ZK:CZ[K]+O-—25‘C2[1]J |

o’ = 1 o’
Yot (K+1)” M\

Fir K = Lo/2 |sst sich ein Verhalten proportional zu 1/L¢° etwa erahnen.

(Preisfrage: Gibt es einen geschlossenen Ausdruck fir die Summe tiber die C*? Eventuell fir
den Sonderfall K = Lo/2?)

Fir K=1ist C[1] = Z/(Lo—1) und esfolgt

o2 (K=2)=E[ (7T -vT)’| zmag £1+0—2§}.

Dies ist die gleiche Formel, die auch fur Phasendifferenzmittelung hergeleitet wurde (siehe
(G-3)).
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Anhang H: Berechnung von S-Kurven zeitdiskreter Regelschleifen zur
Parameterschatzung

1 Ersatzschaltbild rickgekoppelter Anordnungen zur Pa-
rameter schatzung

Zugrunde gelegt wird ein regelungstechni sches Ersatzschaltbild nach Abb. 1-1.

. . Nne[K] F(2) ﬁ[k]
AA[K] ekl [Schleifen-
@ > S filter | | zTyl
/i[k]T

Abb. 1-1: Regelungstechnisches Ersatzschaltbild einer rickgekoppelten Anordnung zur Pa-
rameter schatzung

Darin ist SAA) die S-Kurve, eine i.A. nicht-lineare Funktion von der Parameterdifferenz
AA = A-A. Sieist definiert durch

S(A4)=E[e[k]|A4]. (H-1)

Der Erwartungswert ist Uber das Rauschen und bei Entscheidungs-gestiitzten Anordnungen
auch Uber die Datensymbole zu nehmen.

2 SKurve fur Daten- und Takt-unabhéngige Frequenz-
schatzung

Wir beginnen mit der analytischen Beschreibung des Fehlermal3es e(t), wobei wir zunachst
auf die Zeitmittelung verzichten. Erst spéter werden wir analysieren, welchen Effekt die Mit-
telung Uber M Werte bei Uberabtastung hat. e(t) ist definiert durch den Differential quotienten
der Momentanleistung des Signals nach dem matched Filter beztglich der Frequenzhypothese

v. Daman Differentiation und Erwartungswertbildung vertauschen kann, gilt

ele(t-7)]=| <o) |- el | (+-2)
Mit dem Matched-Filter-Ausgangssignal
X(t]p)=[r(§)e’ g (£ -t)ds (H-3)

und dem Empfangssignal
r(t)=e’e®"> alk]g(t—kT) (H-4)
k

folgt
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E[e(t|v—17)]=%E:j r(&)e’*™g t)dé- I e'z’”’fg(f—t)df}

14

d _ej"Za[k]je"z”“‘”‘fg*(é—t)g(é—mdf

=—E
Wl erya )] e g(e-t)g (£-1T)d
=d%ZZE[a[k]a*[|]]pgg(t—kT|Av)p;g(t—|T|Av) . (H-5)
Darinist
Py (tAV)=[ g (&) g(E+t)dE (H-6)

die Zeitkorrelationsfunktion des Modulationsgrundimpulses mit seiner um Av frequenzver-
schobenen Version. Bei statistisch unabhangigen und normierten Datensymbolen gilt

. 1 forl=k
Elalk]a ['H:{o fE:I K (H-7)
Damit folgt
[ (tjav) } Z‘pgg —KT |Av) ‘ . (H-8)

Wir betrachten nun Abtastwerte des Signals e(t) in aquidistanten Abstanden von T/M und mit-
teln diese Uber eine Symboldauer, d.h. wir substituieren t = (I+nVM)T + zund definieren

e[llav]= :Z_:e((l +%)T +7

AVJ . (H-9)

Damit folgt

2

[e[I|AVH pgg(f i— |Avj :

Mit Hilfe der Poissonschen Summenformel kann allgemein die Summe Uber quidistante Ab-
tastwerte einer Zeitfunktion durch eine Summe Uber &quidistante Abtastwerte der zugehdrigen
Fouriertransformierten ausgedriickt werden. Die Poisson’ sche Summenformel lautet in ihrer
allgemeinsten Form

(H-10)

Sh(z+kT)e ™ =S __3'H (v+$)ejmT (H-11)

k n

Darinist H( f) die Fouriertransformierte der Zeitfunktion h(t). Um sie auf (H-10) anzuwenden
setzen wir v= 0, substituieren T durch T/M und setzen h(7+kT) = |pg(7—KT|A v)|2. Damit folgt

-
Zk: Pyg (r—kﬁmvj

:_ sz _[ (77+ n—jdn (H-12)
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Darin ist Sy f) die Fouriertransformierte von pyy(t). Sy f) ist aber auch durch das Produkt
G (f)G(f+Av) gegeben, was aus (H-6) durch Anwendung elementarer Regeln zur Fourier-
Transformation folgt.

Unter welchen Voraussetzungen ist die Summe unabhéngig vom Abtastzeitpunkt z7? Offen-
sichtlich dann, wenn das Integral fur alle n mit Ausnahme fir n = 0 verschwindet. Eine hin-
reichende Bedingung ist die Bandbegrenzung der Modulationsimpulse, d.h. G(f)=0 fir
| f|<M/2T. Dann ist namlich das Produkt des Spektrums mit jeder Verschiebung um nM/T
far n= 0 immer Null.

Fir RRC-Impulseist dies bereits fur M = 2 erflllt. Es bleibt also nur der Term fur n =0 Ubrig,
Bei Uberabtastung mit M > 2 gilt fiir bandbegrenzte Impulse mit G(f) =0 fir |f|< UT

s@-a):%%ﬂe(f)ﬂe(f +v=v)[ df | (H-13)
3 SKurven fir Phasenschadtzung mit dem Costas
Regelkreis

Das Fehlersignal ist gegeben durch
e[k]=1m{a’ [K]x[k]e" "}, (H-14)
Bei Nyquist-Impulsen und korrektem Abtastzeitpunkt ist x[K] bis auf einen konstanten Faktor

gegeben durch a[K]e? + n[K], wobei n[k] einen Abtastwert des Rauschanteils im Signal nach
dem matched Filter bezeichnet. Damit |&sst sich das Fehlersignal in der Form

e[k] = |m{a* [k]c[k] ej(”)}+ im{a [k]n[k]e ). (H-15)
darstellen. Der Erwartungswert beziiglich der Datensymbole und des Rauschens liefert
S(46) = Im{E[ & [K]a[k]]e"" " }-+ Im{E[ & [K]n[k]]e }. (H-16)

Bei dem zweiten Term ist zu beriicksichtigen, dass é[k] in einer komplizierten Weise von n[k]
abhangt. Wenn die Rauschamplitude allerdings hinreichend klein ist, so dass n[k] die Sym-
bolentscheidung nicht beeinflusst, kann statistische Unabhéngigkeit unterstellt werden, so
dass der Erwartungswert des zweiten Terms Null wird. Fur hinreichend kleine Rauschampli-
tuden folgt also

S(A6) = |m{E[é* [k]a[k]]ej(e_é)} . (H-17)
Unter Berlicksichtigung der Rotationssymmetrie erhdlt man fir
M-PSK: S(A8) = EUa[k]Hsin(AH mod2z/M ). (H-18)

Die Modulo-Funktion muss hier A@ auf das Intervall (—2/M, 7IM] abbilden. Gleichhelt ist
erfillt unter der Annahme, dass kein Rauschen vorliegt. Die Funktion (H-18) ist periodisch
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mit der Periodenlénge 277/M (auf Grund der Modulo-Funktion). Sie hat sdgezahndhnlichen
Charakter. Mit zunehmender Rauschvarianz nimmt die Wahrscheinlichkeit fur Fehlentsche-
dungen bei der Symboldetektion zu. Dies bewirkt ein Verschleifen der steilen Flanken des
Ségezahns sowie eine Abrundung der Knickpunkte.

Fir M-QAM existiert selbst unter Vernachléssigung des Rauschens keine kompakte Darstel-
lung fur die S-Kurve.

4 S-Kurven fur Zeitschatzung nach perfekter Frequenzkor -
rektur

Esgilt X(t) = e"g_i ali]py, (t=1T —7)+w(t) (H-19)

mit Py, (AL) = ]: g(t+At)g (t)dt (H-20)

—oo

als AKF des Modulationsgrundimpul ses. Wir setzen stets eine reellwertige AKF voraus.

Die Symbole sollen aus einem normierten Symbolalphabet stammen und aufeinander folgen-
de Symbole seien statistisch unabhéngig voneinander, so dass gilt

e[ [k]a[i]]= {(1) ;z: : ) i (H-21)
4.1 Entscheidungs-gestitzter Maximum Likelihood Detektor (DD-
MLD)
Fehlerma3 e[k] = Re{& [k]e /X (KT +7)| (H-22)
(H-19) abgeleitet und eingesetzt ergibt
e[k] = Re{é* [k](ej("‘é)i alk—i]ps, (iT —Az‘)]}
_ Re{ei(g‘é)a* [K]a[k] o, (—M)} (H-23)

+ Re{ej(g_é)i(é* [k]a[k=i]pg, (iT —AT))}

i#0
Die S-Kurve ist der Erwartungswert Uber €k]. Fir korrekt geschéatzte Datensymbole folgt
unter Nutzung der Voraussetzung (H-21)
DD-MLD S(AT) = py, (—A)cos(0-6). (H-24)

Fir korrekte Phasenschatzung ist die S-Kurve also gegeben durch die abgeleitete AKF des
M odulationsgrundimpulses. Die Steigung bel Az = 0 ist dann gegeben durch die zweite Ablei-
tung der AKF:
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DD-MLD Ky =S'(A7=0)=—p} (A7)cos(6-6). (H-25)

4.2 Entscheidungs-gestiitzter Early-L ate Detektor (DD-ELD)
Fehlermal3: e[k]=Re{& [k]e [ x(KT +T/2+ £[k])- x(kT -T/2+#[k-1))]}  (H-26)

(H-19) eingesetzt ergibt

e[k] = Re{e"(”)é* [k]{i ali](py (k=i +0.5)T = A7) = pyy (k=i —0.5)T —Ar))}}

=—oc0

=Rele" & [K]a[K](p, (T/2- A7)~ pyy (~T/2- 7)) (H-27)

+Re{ i(6-6) Za ~i](pg ((i+05)T—A7)— p ((i-05)T —Az’))}

i#0

Die S-Kurve ist der Erwartungswert tber gfk]. Fur korrekt geschétzte Datensymbole folgt
unter Nutzung der Voraussetzung (H-21)

DD-ELD: S(AT)=(py (T/2-A7)— pyy (~T/2—A7))cos(6-6). (H-28)

Fir korrekte Phasenschétzung ist die S-Kurve also gegeben durch die Differenz der Abtast-
werte der AKF des Modulationsgrundimpulses ein halbes Symbolintervall nach bzw. vor dem
Maximum. Die Steigung bei A7= 0 ist dann gegeben durch die Ableitung von SA7) nach Az
Berticksichtigt man, dass die differenzierte AKF eine ungerade Funktion ist, ergibt sich

DD-ELD: Ky =S'(A7=0)=2p], (~T/2)cos(6-6). (H-29)
4.3 Entscheidungs-gestitzter Zer o-Crossing Detektor (DD-ZCD)
Fehlermag; e[k] = Re{(& [k-1]- & [k])e *x(KT - T/ 2+ 2[k])] (H-30)

(H-19) eingesetzt ergibt

e[k]zRe{ej( (& [k-1]-4 )Z (i1, ((K i—O.5)T—AT)}

- Re{e"("‘é) (&' [k-1]alk-1]-4& [K]a[k-1])p,, (T/2—Az‘)}

+Re{ej(”) (&' [k-1]a[k]-& [K]a[K]) p,, (—T/Z—Az’)}

+Re{ej(6_é) " (& [k-1]-& [K])a[k—i]p,, ((i-05)T —Az‘)}

iz{0,1}

Die ersten beiden Zeilen werden noch etwas umsortiert:
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e[k]= Re{ej<”> (& [k-1a[k-1] p,, (T/2-A7)-& [K]a[k] o, (—T/Z—Ar))}

+Rele!"?) (& [k-1]alk] p,, (-T/2- A7) -& [K|a[k-1]p,, (T/2- A7)}

+ Re{ej(g_é)ig{zo:l}(é* [k—1]-& [k])a[k—i] oy ((i-05)T —Af)}

Die S-Kurve ist der Erwartungswert tber gfk]. Fur korrekt geschétzte Datensymbole folgt
unter Nutzung der Voraussetzung (H-21)

DD-ZCD: S(AT)=(pg (T/2-AT)— pyy (~T/2-A7))cOS(6-) . (H-31)

Fir korrekte Phasenschétzung ist die S-Kurve also gegeben durch die Differenz der Abtast-
werte der AKF des Modulationsgrundimpulses nach und vor dem Maximum. Die Steigung
bei Az=0 ist dann gegeben durch die Ableitung von SA7) nach Az. Unter Beriicksichtigung
der Punktsymmetrie der differenzierten AKF ergibt sich

DD-ZCD: Ky =S'(A7=0)=2p], (-T/2)cos(6-6). (H-32)

Der DD-ZCD hat dieselbe S-Kurve wie der DD-ELD.

4.4 Entscheidungs-gestitzter Miller & Muller Detektor (DD-MMD)
Fehlermal3: e[k] = Re{(&" [k -1 x(KT +#[K])- & [K]x(KT - T +#[k-1]))e *}  (H-33)

(H-19) eingesetzt ergibt

efk] - Re{e’(”) (a k=11 a[i]pg ((k—i)T-A7)-& [k]‘ia[i]pgg (k=i-1)T —AT)]}

j=—co

_ Re{ej(g_é)é* [k—1]a[k—1] p,, (T - Af)}
— Re{ej(”)é* [k]a[k]pg, (T - AT)}

+Re{ei<”> (&' [k-1]a[k]- & [K]a[k-1]) p,, (—Ar)}

+Re{e"<"“9>[ > (¢ [k-1]a[k—i]-& [Kla[k-i+1]) o, (iT -M)J}
i#{0,1}
(H-34)

Die S-Kurve ist der Erwartungswert Uber €k]. Fir korrekt geschétzte Datensymbole folgt
unter Nutzung der Voraussetzung (H-21)

DD-MMD: S(AT)=(pg (T—AT) = pyy (-T —A7)) coS(6-6). (H-35)

Fir korrekte Phasenschétzung ist die S-Kurve also gegeben durch die Differenz der Abtast-
werte der AKF des Modulationsgrundimpulses ein Symbolintervall nach bzw. vor dem Ma-
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ximum. Die Steigung bei A7=0 ist dann gegeben durch die Ableitung von SA7) nach Az,
Unter Berlicksichtigung der Punktsymmetrie der differenzierten AKF ergibt sich

DD-MMD: Ky =S'(A7=0)=2p], (-T)cos(6-6). (H-36)
4.5 Daten-unabhangiger Maximum Likelihood Detektor (NDA-ML D)
Fehlermal3: e[k] =Re{x (KT +#[Kk]) X (KT +7[K])} (H-37)

(H-19) abgeleitet und eingesetzt ergibt

a [k=i]py (iT —Ar)j[i alk—i]py, (iT —Ar)j}

j=—o0

a'[k—ilalk—1]p,, (iT-A7) o (IT —Ar)}
(H-38)

= Re{ii lalk=i1 py, (IT - A7) o, (iT —Ar)}

+Re{i > a [k—ilalk-1]p, (iT—A7) pf (IT —Az‘)}
Die S-Kurveist der Erwartungswert Uber e[K]. Unter Nutzung der Voraussetzung (H-21) folgt
NDA-MLD S(AT)= Y Py (IT~A7) g}y (iT-A7). (H-39)
Die Steigung bei Az= 0 ist gegeben durch

NDA-MLD Ko =S(Ar=0)=—p, (0

(iT)[ - (H-40)

4.6 Daten-unabhangiger Early-L ate Detektor (NDA-EL D)
Fehlermal3:  e[k] ~ Re{x (KT +2[K])(x(KT +T/2+2[K]) - x(KT —T/2+#[K]))} (H-41)

(H-19) eingesetzt ergibt
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e[k] = Re (i 8 [i]pg ((k=i)T —Ar)j[i ali]( oy (k=i +05)T A7) - p, (k=i —05)T —Ar))j}

j=—co j=—c0

j=—o0 | =—

= Re{i Za* [i]a[l] pg (k=1)T = A7) (g (k=1+05)T —AT) - p (k-1 -05)T —Az‘))}
= Re{i ‘a[k—i]‘ngg (iT = A7)(pg ((1+05) T - A7) = p, ((i-05)T —AT))}

+ Re{i Za* [k—i]a[k—1]py (iT=A7)(pg (1 +0.5) T A7) - p,, (1 -0.5)T —Az‘))}

i=—oco |2i

Die S-Kurveist der Erwartungswert Uber e[K]. Unter Nutzung der Voraussetzung (H-21) folgt
NDA-ELD: S(Az) =3 p,, (iT —A7)(py ((i1+05)T=A7) = py ((i-05)T-A7)). (H-42)
Die Steigung bei Az= 0 ist gegeben durch

NDA-ELD:K, = S'(A7=0)=2p (-T/2) —_ip;g (iT)(pgg ((1+05)T) = py ((i—0.5)T)) .(H-43)
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